
物理学1/物理学A
第２回 座標とベクトル



座標



位置の表し⽅
真っ直ぐな棒上の点の位置を表す場合

原点

基準となる点(原点)を選んでおいて，そこより右
ならプラス，左ならマイナスの符号つきの原点
からの距離で表すことができる。

2m

+2m

3m

‒3m

平⾯上の点の位置を表す場合

ここ
単なる距離とプラス・マイナ
スの符号だけでは⾜りない



平⾯の表し⽅
空間中の位置を表すのに，座標系を⽤いる

x

y

2つの座標軸を⽤意しておき，(ax,ay)のように表す

ax

ay

ここを読みとる



空間座標

38 第 4章 ベクトル

図 4.1 ベクトル

(言葉の定義により)方向をもたない量であるため，ベクトルの大きさはスカラーである。

■ベクトルの成分 (component of vector) ベクトルというのは，矢印で表されるような量であるが，矢印のまま扱う
のは意外と難しい。できれば，数値を用いて表せたほうが，何かと便利である。そこで，次のようにしてベクトルを数
値を使って表すことにする。まず，空間中の位置を表すのに，適当な座標を導入しよう。例えば，自分が今いる場所を
原点として，真東に x軸をとり，真北に y 軸をとる。また，垂直上むきに z 軸を選んでおこう。このようにすると，空
間中のありとあらゆる場所を，(x, y, z)の組で表すことができる。すなわち，(3,−5, 2)[m]という場所は自分から見て，
東に 3m，南に 5m*5 真上に 2m進んだ場所を指すわけである。ちなみに，3つの互いに直交する座標軸を用意するこ
とで，ありとあらゆる場所を指し示すことができる空間を 3次元空間とよぶ。同様に。軸が 1本で充分な空間を 1次
元空間，軸が 2本必要な空間 *6 を 2次元空間，軸が 4本必要なら 4次元空間 · · · などというふうに表す。
この例で見たように，その便利さから，座標軸は互いに直交するように選ばれることが多い。座標軸が直交している
ような座標系を直交座標系 (Cartesian coordinate)とよぶ *7。図 4.2の (a)のように，x軸，y 軸，z 軸を選ぶことが
多く，このような座標系を右手系とよぶ *8。右手系にくらべて，ひとつの軸が反転しているような座標系 (図 4.2-(b)

のような座標系) を左手系とよぶが，一般には右手系が用いられる。本書でも特に断らない限り，右手系を用いること
にしよう。

(a)右手系 (b)左手系

図 4.2 (a) 右手系の直交座標系と (b)左手系の直交座標系。このような座標系を導入すると，例えば (a)における
点 Pを (Px, Py, Pz)という 3つの数字の組で表すことができる。

このように，座標軸を導入することで，任意の場所を (x, y, z)のような座標で表すことができるので，ベクトルの始

*5 北に −5mというのは，南に 5mという意味だと思えばよい。
*6 たとえば，紙の上に描かれた点の場所を示すのであれば，高さの情報を与える必要がないので，軸は 2本で充分である。
*7 Cartesianとは「デカルトの」という意味である。直交座標系のことを，デカルト座標とよぶこともある。
*8 右手の掌を思い切りパーに開いた状態 (親指と人差し指が直交するくらい開く)で，中指を親指および人差し指と直交するように掌の内側に
倒す (同時に薬指と小指を掌にくっつけるようにすると，やりやすい)。この状態での親指，人差し指，中指がそれぞれ x軸，y 軸，z 軸に対
応するような座標系が右手系である。左手を使って同じことを行うと，左手系の座標系になる。

空間中の任意の点をx,y,zの3つの
座標の組で表すことができる。

(Px, Py, Pz)

デカルト座標

デカルト(1596-1650) 
wikipediaより

3つの軸が直交しているものを直交座標系という

3つの数字の組を決めると，空間中の1点が⽰される



座標系について⼀⾔
⼀般にはいわゆる右⼿系の座標系をとることが多い。

z

x

y

右⼿系

z

x

y

左⼿系

HSP開発wikiより

たいていの場合，どっちを取っ
ても問題ないが，「外積」が絡
む場合には数式の表式に違いが
⽣じる。



極座標
空間中の位置を表すには，3つの数字の組があればよい

デカルト座標以外にも，座標を表す⽅法がある

(x, y, z) � (r, �, �)

r

x

y

z

�

�

r sin �

�
��

��

x = r sin � cos�

y = r sin � sin �

z = r cos �

他にも円柱座標等がある

よく使われるのは極座標



次元(数学的次元/空間次元)
0次元 1つの点だけの世界

1次元 1つの直線上で閉じた世界

2次元

3次元

1つの平⾯上で閉じた世界

我々が普段認識している空間�
前後左右と上下がある

その世界の全ての位置を表すために最低限必要な軸の本数が次元
相対論では，時間と空間を同等にあつかって，4次元時空を考える

…



ベクトル



何故ベクトルが必要か?
単なる数字では，⼤きさと⽅向を同時に表すことができない

単なる数字で表せるもの�→�スカラー量�

⼤きさと⽅向をあわせもつもの�→�ベクトル量�

ベクトルをさらに⼀般化した⾏列のようなもの� 
→�テンソル量

スカラーを0次のテンソル，ベクトルを1次のテンソルとよぶこともある。

ここでは，ベクトルについて学んでいく。



ベクトルとは?
⼤きさと⽅向をあわせもつ量

具体的には⽮印をイメージするとよい。�
(幾何学ベクトルともいわれる)

⽮印の指している⽅向が�
このベクトルの⽅向

⽮印の⻑さが，�

このベクトルの⼤きさ

P (始点)

Q(終点)

ベクトルの表記の仕⽅
スカラーとは性質が全く異なる量なので，きちんと区別して書く

��!
PQ ~a aaaa

記号の上に⽮印をつけて表したり，⽂字を太字にするやり⽅等がある
←ベクトル ←スカラー



ベクトルの成分

この座標系のもとで，始点からみた終点の相対的な位
置を座標で書き，この座標の組をもって，ベクトルを
表す。

x

y

z

P (始点)

Q(終点)

(Px, Py, Pz)

(Qx, Qy, Qz)

���
PQ =

�

�
Qx � Px

Qy � Py

Qz � Pz

�

�

ベクトルの成分表⽰
x成分
y成分
z成分

という

のように書いてもよい。���
PQ = (Qx � Px, Qy � Py, Qz � Pz)

ベクトルを⽮印で表すのは分かりやすいが，計算等をするには不便。�
そこで，あつかいやすい数を利⽤してベクトルを表す⽅法を考える



例

始点の座標が(1,3,0)，終点の座標が(1,2,2)とする。�
このベクトルの各成分を求めよ。

(1‒1,2‒3,2‒0)=(0,‒1,2)

始点が(1，2，0)であるベクトル���があり，このベクトルを成分で表すと，�
(‒1,3,2)である。このベクトルの終点を求めよ。

�a

(1,2,0)+(‒1,3,2)=(0,5,2)

�a = (1, 2, 3)

始点から⾒て，x⽅向に1，y⽅向に2，z⽅向に3いくと終点にたどりつく。



位置ベクトル
原点を始点とするベクトルを⽤いれば，位置を表すことができる。

x

y

z

O

P

�r

位置ベクトルの名前には�
や���がよく使われる。�r �x

位置ベクトルを利⽤すると，
実は，座標系を設定しなくて
も位置を表すことができる�

(原点に⽴って⽮印で位置を⽰
しているようなもの)

物体の位置を位置ベクトルで表しておく
と，物体が移動する様⼦を表すのも簡単�
(ベクトルが伸び縮みしながら⽅向をか

えていく様⼦を想像しよう!)



ベクトルの性質



等号
2つのベクトルがあり，⼀⽅を平⾏移動させていったときに，もう1⽅に
ぴったり重なる場合，これらの2つのベクトルは互いに等しいとする。

数学的なベクトルの同等性を議論する際には，始点の位置は問題ではない

�a

�b
�a = �b

成分を⽤いてこの性質を表すと，

�a =

�

�
ax

ay

az

�

� �b =

�

�
bx

by

bz

�

�
各成分同⼠が等しいかどうかが問題

始点の位置を⾃由に動かせない�
ようなベクトルを束縛ベクトルという。�

例:�位置ベクトル，⼒のベクトル

�a = �b � ax = bx かつ ay = by かつ az = bz



⼤きさ
ベクトルを⽮印で表した場合，⼤きさはその⽮印の⻑さを測って求める

�a

成分を⽤いると

|�a| =
�

a2
x + a2

y + a2
z

ベクトルの⼤き
さを表す記号

x

y

z

(ax, ay, az)

�
a2
x + a2

y「ベクトルの⼤き
さ」はスカラー量



ベクトルのスカラー倍

⽅向はそのまま，⼤きさをk倍する ⽅向を反転し，⼤きさを|k|倍する

k�a

k�a

�a

�a

k > 0
k < 0

成分で計算するときは

k�a =

�

�
kax

kay

kaz

�

�

のように，各成分をそれぞれk倍する

同じ内容



ベクトルの⾜し算

�a

�b

�a +�b

�b
2本のベクトルの始点をあわせて，2本のベクトルをとなりあう
2辺とする平⾏四辺形の対⾓線にそってベクトルを描く�
もしくは，⽚⽅の終点にもう⼀⽅の始点をあわせ，浮いている
始点から終点に向けてベクトルを描く

�a +�b =

�

�
ax

ay

az

�

� +

�

�
bx

by

bz

�

� =

�

�
ax + bx

ay + by

az + bz

�

� 成分を⽤いて計算するときは
各成分同⼠を⾜しあわせる。

⾜し算とスカラー倍の組合せによって新しいベクトルが作
れることをベクトルの線形性という。 �c = ��a + ��b



ベクトルの引き算
�a ��b

�a

�b

「 に何を⾜したら���になるか?」�
を考える

�b �a
�a ��b

�a

�b�a ��b

��b
�� をマイナス1倍して���に⾜してもよい�b �a

�a ��b =

�

�
ax

ay

az

�

� �

�

�
bx

by

bz

�

� =

�

�
ax � bx

ay � by

az � bz

�

�

成分で計算するときは，各成分同⼠を引き算する



単位ベクトル
⼤きさ1(無単位)のベクトルを単位ベクトルという

単位ベクトルは，ベクトルの⽅向だけを表したいときに
⽤いられる

単位ベクトルの作り⽅
あるベクトルの⽅向を表す単位ベクトルは，そのベクトルを
⾃分⾃⾝の⻑さで割ることによって得られる。

分⼦分⺟で⻑さの単位が打ち消しあわれ
て，単位のない量(無次元量)になる

例題:次のベクトルと同じ⽅向を指す単位ベクトルを求めよ

�e =
�a

|�a|

�a = (1, 2, 2)

解答: より �e =
�a

|�a| = (
1

3
,
2

3
,
2

3
)|�a| =

�
1 + 22 + 22 = 3



様々な単位をもつベクトル
単位ベクトルに，適当な物理的次元を持つスカラーをかけ
ることで，⾊々な物理的次元(単位)をもつベクトルを考え
ることができる。�
ベクトルの⼤きさとして「実際の⻑さ」以外の量も考えら
れる。

�v = v�e例：vは速さを表しているとして， とすると，

速さvで�� の⽅向にむかう速度を表すベクトルが作れる。�e

単位ベクトル



基底ベクトルと成分
適当な座標軸のもとで，x軸，y軸，z軸の正の⽅向を向く単位ベ
クトルを考える。

x

y

z

�ex �ey

�ez

これらの1組のベクトルを基底ベクトルといい�
任意のベクトルは，基底ベクトルを⽤いて

�a = ax�ex + ay�ey + az�ez

と書ける。
�a =

�

�
ax

ay

az

�

�

位置ベクトル以外の場合には，ベクトルの各成分は
上のように解釈すればよい。

�
��

��

�ex = (1, 0, 0)

�ey = (0, 1, 0)

�ez = (0, 0, 1)



ベクトルの内積
ベクトル同⼠のかけ算を考える。�

ベクトル同⼠のかけ算は2種類ある。�
まずは内積(スカラー積)とよばれるかけ算から。

�a ·�b = |�a||�b| cos �
�a

�b�

|�a| cos �内積を表す記号�
(省略してはいけない)

成分を⽤いて計算すると

�a ·�b = axbx + ayby + azbz

ベクトル同⼠の内積はスカラーになる!



ベクトルの内積

交換則�

スカラー倍�

分配則�

内積が0だからといって，いずれかのベクトルの⼤きさ
が0とは限らない。

�a ·�b = �b · �a

(m�a) ·�b = �a · (m�b) = m�a ·�b

�a · (�b + �c) = �a ·�b + �a · �c

�a ·�b = 0 � �a = 0もしくは�b = 0もしくは�a � �b



ベクトルの外積
3次元のベクトルでは，外積(ベクトル積)とよばれる�

ベクトル同⼠のかけ算を考えることができる

まず2つのベクトルを隣りあう2辺とする平⾏四辺形の⾯積Sを求める

�a

�b

S

�a ��b

2つのベクトルの両⽅に垂直で⼤きさがSの
ベクトルを描く

2つのベクトル両⽅に垂直な⽅向は2つあるが，�から���
に右ネジを回したときにネジが進む⽅向を選ぶ。

�a �b

ネジをまわす

|�a ��b| = |�a||�b|| sin �|

�

�a ��b

外積を表す記号

2つのベクトルの外積はベクトルになる



ベクトルの外積
成分で計算すると

�a ��b =

�

�
ax

ay

az

�

� �

�

�
bx

by

bz

�

� =

�

�
aybz � azby

azbx � axbz

axby � aybx

�

� x

y z交換則が成り⽴たない�

スカラー倍�

分配則�

結合則が成り⽴たない 

外積が0だからといって，いずれかのベクトルの⼤きさが0とは限ら
ない。

�a ��b = ��b � �a

(m�a) ��b = �a � (m�b) = m(�a ��b)

�a � (�b + �c) = �a ��b + �a � �c

�a � (�b � �c) = (�a · �c)�b � (�a ·�b)�c
(�a ��b) � �c = (�a · �c)�b � (�b · �c)�a

�a � (�b � �c) �= (�a ��b) � �c

�a ��b = 0 � �a = 0もしくは�b = 0もしくは�a � �b



ベクトル3重積
ベクトルの内積や外積について，次が成り⽴つ。

�a � (�b � �c) = (�a · �c)�b � (�a ·�b)�c

�a · (�b � �c) = �b · (�c � �a) = �c · (�a ��b)

�a � (�b � �c) +�b � (�c � �a) + �c � (�a ��b) = 0 (ヤコビ恒等式)


