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概 要

原始惑星移動は、惑星系形成論における重要な問題として活発に議論が行われている。原始惑星

移動とは、原始惑星系円盤内に原始惑星が形成されたとき、原始惑星が周囲のガスと重力的に相互

作用することによって原始惑星の軌道要素が変化する現象のことである。近年の研究によって、地

球質量程度の原始惑星が中心星から 1天文単位程度のところに形成されたとすると、原始惑星は周

囲のガス円盤との相互作用によって角運動量を失い、10万年程度で中心星に落下することが示唆さ

れている。これは観測的に示唆されているガス円盤の寿命よりも短いので、原始惑星は形成された

としても中心星に落下してしまうことを意味する。これは原始惑星落下問題と呼ばれ、現在の惑星

系形成論における未解決の重要な問題である。

最近までこの問題における磁場の効果の研究はなかったが、近年、線型化した理想 MHD方程式

を数値的に解析することによって、円盤にトロイダル磁場がかかっている場合に、原始惑星移動の

方向が逆転しうることが示された。したがって、原始惑星移動の問題において磁場の影響は重要で

あると考えられる。

本論文では、原始惑星移動に対する磁場の影響を線型解析によって議論する。原始惑星系円盤に

ポロイダル磁場のかかっている状況を考え、原始惑星移動の問題を解析的に取り扱った。原始惑星

移動に対するポロイダル磁場の影響を扱った研究は今までになく、これは本研究における新しい点

である。ポロイダル磁場はトロイダル磁場と互いに相補的な関係にあるので、本研究と先行研究の

結果を組み合わせることで、より一般の場合における磁場の影響の理解も得られるものと期待され

る。また、トロイダル磁場の場合においても解析的な取り扱いはなされていないので、今回の結果

によって磁場の存在がどのような形で原始惑星移動に影響するのかを、より詳しく理解できるよう

になるものと期待される。

本研究では、惑星は円軌道を描いているものとし、惑星の周りでの局所近似および tight-winding

近似 (WKB近似)を行った上でガス円盤上に立つ磁気流体波を解析し、原始惑星がガス円盤にかけ

るトルクを計算した。原始惑星が円盤にかけるトルクがわかれば、原始惑星にかかるトルクはその

反作用として求められ、軌道半径の変化時間を見積もることができる。本論文では、円盤にポロイ

ダル磁場がかかっている場合について、円盤にかかるトルクの解析的な表式を導いた。

解析の結果、音速がゼロでない円盤を考えると、磁場が存在しないときには出てこなかった特異

点が現われ、その点で局所的なトルクがかかることがわかった。この性質は、トロイダル磁場の場

合の数値計算でも示唆されていたことであり、磁場のかかった円盤に一般的な性質であることが期

待される。しかし、トロイダル磁場の場合とは違って、ポロイダル磁場の場合は磁場の影響を受け

ない波のモードが最も強いトルクを惑星に与えており、その結果原始惑星移動に対するポロイダル

磁場の影響はあまり顕著ではないことが示唆された。

今回の解析における問題の定式化を応用することで、トロイダル磁場の場合にもより解析的な取

り扱いが可能になることが期待され、磁場の影響をさらに詳細に理解できるようになると期待され

る。そして、磁場の影響を受けたトルクの公式を導いたことで、N体計算などへの応用の道も開か

れると期待される。
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第 1章

Introduction

1995年に初めて太陽以外の恒星に惑星系が存在していることが発見 [54] されて以来、

系外惑星探査は大きく進展し、系外惑星についての知識は飛躍的に拡がった。近傍の星

の詳細な観測によって現在発見されている系外惑星系は 150 あまり存在し、惑星の数は

200 を超えている [16]。この中には木星質量程度の重い惑星が中心星の近くを回転して

いるホット・ジュピターと呼ばれるものや、惑星の軌道離心率が非常に高いエキセント

リック・プラネットと呼ばれるようなものも存在し、我々の存在する太陽系とは非常に異

なった姿をしているものも存在する。図 1.1には観測されている系外惑星の姿をまとめた

グラフを載せた。また、図 1.2は観測された系外惑星の軌道長半径に対する質量の関係、

図 1.3は軌道長半径と軌道離心率の関係を表わすグラフである。

系外惑星の探査は現在も精力的に行われており、新しいプロジェクトも数多く進行し

ている。例えば、2006年 12月 27日には系外惑星探査衛星 CoRoTの打ち上げが成功し

た [12]。

現在の系外惑星探査の観測は間接的手法を用いており、惑星から直接に放射されている

光を捉えた事例はない。現在のところ、いくつかの候補天体 [27]はあるが、確認されて

いないというのが現状である。図 1.4はそのような候補天体の一例であるが、質量を同

定するために必要な低質量天体の進化の計算にも不定性が大きく (例えば Itoh et al. [42]

による指摘がある)、惑星であると確立されるにいたっていない。しかし、すばるを中心

に惑星系の直接観測を狙うプロジェクトが立ち上がっており、惑星が形成される前段階で

ある原始惑星系円盤の直接観測は可能になってきた [24] [23]。図 1.5は近赤外線での円

盤の撮像観測の一例である。現在も直接撮像に向けての技術開発が進められており、近い

将来には惑星からの光を直接観測できるものと期待される。

このように、系外惑星系の性質について、観測的な理解が深まってきた。その一方で、
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理論的な理解に関しては進展は見られるもののいまだ不十分であることが多い。もともと

惑星系形成論は我々の太陽系の姿を説明しようと提唱されたものである。代表的な二つの

説としてダストとガスを含む星周円盤からダストが集積し、周囲のガスを捕獲すること

によって現在の惑星系の姿になったというコア集積模型 [38] [68]と、面密度が大きな円

盤の重力不安定性による分裂から惑星が形成されたとする重力不安定説 [9]が存在してい

た。現在では、コア集積模型がより標準的な理論と認められるようになっているが、重力

不安定説も完全に否定されたわけではない。現在の見つかっているような多様な系外惑星

系の起源を説明するために、重力不安定説が必要になることもあるかもしれない。もちろ

ん、コア集積模型も観測が進むにつれてその形を変えていくことになるであろう。また、

既存のコア集積モデルが理論的な矛盾を抱えていることも以前から指摘されており、現在

惑星系形成理論の大問題となっている。

本論文では惑星系形成の理論的な側面に焦点を絞り、特に従来のコア集積模型における

惑星落下問題について議論する。そして、従来考えられていなかった磁場の効果を取り入

れることによって惑星落下問題を解決する可能性を探り、より現実的かつ理論的に整合性

の取れた惑星系形成論構築への礎とする。

本論文の構成は次のとおりである。まず、 2章で系外惑星の観測方法を簡単にまとめ、

太陽系のものとあわせて説明すべき観測事実を紹介する。次に 3 章で惑星系形成論を概

観する。特に、コア集積モデルの基本的なシナリオを紹介した上で問題点を指摘する。 4

章では惑星落下問題についてより詳細に議論する。 5章では惑星落下問題を磁場の作用

で止めるというアイディアについての先行研究を紹介し、 6章で本論文で新しく行った計

算を紹介する。 7章は議論とまとめである。
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図 1.1 観測された系外惑星の姿をまとめたグラフ。California and Carnegie

Planet Searchの webページ [29]より引用。
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図 1.2 系外惑星の観測からわかった軌道長半径と惑星質量の分布。惑星質量は軌

道傾斜角の情報と分離することができないので、可能な質量の最小の値をプロット

している。軌道半径が 1AU 程度と短く、質量が木星質量程度と重い惑星がホット

ジュピターと呼ばれる。California and Carnegieのグループの webページより転

載 [29]。

図 1.3 系外惑星の観測からわかった軌道長半径と軌道離心率の分布。軌道離心率の

大きな惑星が存在することがわかる。これがエキセントリック・プラネットと呼ば

れるものである。California and Carnegieのグループの webページより転載 [29]。
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図 1.4 GQ Lupの Kバンドによる撮像観測。主星の横にかすかに光っている天体

が観測された。この天体は主星から 2RJup 程度離れたところに軌道が存在し、質量

が 1 ∼ 42MJup と見積もられている。Neuhauser et al. [27]より転載。

図 1.5 AB Aur の星周円盤の近赤外光による観測。近赤外によって円盤の表面の

構造を知ることができる。Fukagawa et al. [24]より転載。
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第 2章

太陽系と系外惑星系の観測事実

本章では系外惑星系の観測方法を簡単に紹介し、現在までに観測されている系外惑星系

の姿についてまとめる。本章は主に Perrymanのレビュー [65]や岩波書店の教科書 [88]

を参考にした。

2.1 系外惑星の観測方法

系外惑星系を観測する場合、直接観測は困難である。その理由は、第一には惑星自身の

放射が非常に弱いためである。したがって、非常に感度のよい検出器が必要になる。第二

には、系外惑星系が非常に小さなターゲットであることが挙げられる。星の間の平均的な

距離が pcのスケールであるのに対し、惑星系の代表的な長さスケールは AU 程度である

ので、惑星を中心星から分離して撮像しようとすると、少なくとも 10−5 程度の分解能が

必要になる。第三に、惑星のすぐ近くに非常に明るい恒星が存在するので、明るさのコン

トラストが非常に大きい。したがって、中心星の光と惑星の光を分離するのは非常に困難

である。しかし、近年の技術的な進歩により、直接観測も手の届く範囲には入ってきて

いる。

直接観測が難しいのであれば、間接的に惑星が存在する証拠をつかむことが最初の目

標になる。この方法で現在までに成功している方法としては、視線速度法・トランジット

法・重力レンズ法の三種類がある。以下ではまずこれらの方法について簡単にまとめる。

また、直接観測の可能性についても触れる。他にも惑星の影響による主星の天球上のふら

つきを観測するアストロメトリ法などいくつかの方法があるが、現在のところ観測がない

のでここでは割愛する。
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2.1.1 視線速度法

最初の系外惑星の観測は視線速度法であった。現在、最も多くの系外惑星を発見してい

る方法もこの視線速度法である。視線速度法は、惑星が中心星の周りを回転しているとい

う場合には正確には惑星と中心星は互いの共通重心を中心に回転していることを利用した

方法である。共通重心は中心星の中心からは少しずれているので、中心星は一点にとどま

ることなく回転している。もし、惑星の軌道面の法線方向が視線方向に対して垂直に近く

なっていれば、観測者にとっては中心星が手前や奥に動いているように見えるはずであ

る。したがって、中心星からやってくる放射はドップラー効果によって波長がずれる。非

常によい精度でスペクトル上の輝線の位置を調べれば、周期的に輝線の位置がずれるはず

である。これを測定するのが視線速度法である。

星の視線速度の変化の振幅をK とし、星の質量をM∗、惑星の質量をMp、軌道周期を

P、軌道離心率を e、軌道面と視線方向のなす角を iとおくと、

K =
(

2πG

P

) 1
3 Mp sin i

(Mp + M∗)2/3

1√
1 − e2

(2.1)

の関係がある (例えば [13])。M∗ À Mp として数値を入れると円軌道の場合

K = 2.84 × 103
( a

1AU

) (
M∗

M¯

)− 1
2

(
Mp sin i

MJ

)
cm s−1 (2.2)

となる。ここに a は惑星の軌道半径である。視線速度法では Mp sin i の形でしか情報が

得られないので、ここから求まる質量は下限値であることに注意しておく。視線速度の振

幅は非常に小さいので技術的には難しい観測になるが、この方法によって多くの系外惑星

系が発見されている。視線速度法の典型的な実験データを図 2.1に載せる。

2.1.2 トランジット法

視線と惑星の軌道面のなす角 iが 90度に近いとき、中心星と観測者の間を惑星は周期

的に通過するので、一定の時間間隔で食が起こる。したがって、中心星の光度は一定の時

間間隔で増減する。この光度変化を捉えるのがトランジット法である。トランジットが起

こると軌道傾斜角が決定できる。トランジットが起こるような系では、同時に視線速度の

変化も観測できることが多いので、惑星の質量が sin iの不定性なしに決定できる。典型

的な観測例を図 2.2に示す。
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図 2.1 視線速度法による系外惑星系観測の典型的な観測例。Marcy et al. [26] よ

り転載。横軸が軌道の位相、縦軸が視線速度を示す。点が観測点であり、曲線は理

論曲線のフィットである。曲線が正弦曲線のようになっていないのは軌道離心率の

影響である。

この方法はたまたま軌道面と視線のなす角が 90度でないと見つからないので観測例は

数例と少ない。しかし、視線速度法よりも多くの物理的情報を引き出すことができるの

で、観測できれば系外惑星の情報を知る上で重要な手がかりとなる。

トランジットが起こる惑星系から多くの物理的な情報が引き出せる例として Rossiter

効果を用いた解析について触れておこう [73]。Rossiter 効果 [67]とは、中心星の見かけ

の視線速度が惑星の通過によって変化する現象のことである。もともとは連星系における

星の自転を調べる方法として考案された。

中心星が自転しているとし、その回転方向が惑星の軌道の回転方向と一致していたと仮

定する。中心星は自転しているので、中心星からの輝線放射は拡がりを持つ。なぜなら

ば、中心星の半分は観測者に向かって運動しているのに対し、もう半分は観測者から離れ

る方向に運動しているからである。今、惑星が中心星の前に入り、食を起こし始めた段階

を考える。このとき、中心星のうち最初に隠れるのは観測者に向かって運動している部分

である。したがって、中心星からの輝線プロファイルのうち観測者に向かっている部分は

弱くなる。したがって、相対的に観測者から遠ざかる部分が強くなり、輝線プロファイル

は見かけ上波長が長い方向にずれる。したがって、視線速度はより遠ざかるように見え
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図 2.2 トランジット法による系外惑星観測の典型的な観測例。Charbonneau et

al [25]より転載。横軸は時間、縦軸は光度である。グラフはそれぞれいろいろなバ

ンドでの観測結果を示している。すべてのバンドで光度に変化が見えている。曲線

は理論曲線のフィットである。

る。反対に、惑星による食が終わるころには中心星のうち観測者から遠ざかる部分が隠さ

れているので、見かけ上中心星は観測者に近づいているように観測される。この、食の間

の視線速度の変化が Rossiter効果である。

まず明らかなことは、惑星の回転方向と中心星の自転の方向が逆向きの場合、Rossiter

効果は食の始まりの時期にははじめ手前に向かうような見かけの視線速度を与え、食が終

わる時期には観測者から遠ざかるような視線速度を与えるので、惑星の回転方向と中心星

の自転の方向の関係を知ることができる。さらに、Rossiter効果の強さは惑星の大きさや

惑星による吸収の強さに依存するので、惑星の大きさの情報や、波長ごとの Rossiter効果

の変化から惑星大気の組成に関する情報さえも得ることが原理的には可能である。

2.1.3 重力レンズ法

軽い惑星では大きな視線速度の変化を観測することができない。しかし、現在見つかっ

ている最も軽い惑星は 5.5M⊕ である [18]。これは、重力レンズ法によって見つかった。

重力レンズとは、質量を持った物体の近くを光線が通過するとき、物体の作る重力場の

9



影響によって光線が曲げられる一般相対論的効果である。光の曲げられ方は重力ポテン

シャルに依存するので、その波形を観測することによって物質の分布が推定できる。

系外惑星系の探査を行う場合、光線は銀河系のバルジに存在する星からの光であり、そ

れと太陽系の間にある星が重力レンズを起こして光を曲げる。重力レンズによる光の曲が

りは Einstein角 θE によって特徴付けられ、今の場合

θE = 1.0
(

ML

M¯

) 1
2

(
DL

8kpc

)− 1
2

(1 − d)
1
2 mas (2.3)

である。ここにML はレンズ天体の質量であり、今の場合は中心星の質量にあたる。DL

はレンズ天体までの距離、また dは、DS を光源までの距離として d = DL/DS と定義さ

れる。今、レンズ天体までの距離と光源までの距離が同程度であれば d = O(1)である。

惑星探査の場合、Einstein 角は非常に小さく、この現象は特にマイクロレンズと呼ばれ

る [64]。

マイクロレンズによる像を捉えるためにはミリ秒角以下の分解能が必要であり、非常に

難しい。しかし、重力レンズによる増光ならば捉えることができる。増光の時間スケー

ルは

tE = 69.9
(

ML

M¯

) 1
2

(
DS

8kpc

) 1
2

((1 − d)d)
1
2

( v

200km s−1

)−1

days (2.4)

である。ここに v はレンズ天体の速度が視線を横切る速度である。

レンズ天体となる恒星が惑星を持っていて、光源の前の都合のよい場所を横切った場

合、惑星を持つ星に特徴的な信号を受けることができる。図 2.3はその特徴的な信号を観

測した例である。

2.1.4 直接観測

惑星の直接観測という言葉には多少のあいまいさがある。広い意味での直接観測は惑星

からの光子を直接捕らえることであるといえる。一方、狭い意味での直接観測は惑星を画

像に収めることであるといえる。

狭い意味での直接観測はまだ発展途上である。2004年に褐色矮星の周りの惑星を捕ら

えることに成功したばかりである [21]。図 2.4 にはこの画像を示した。太陽のような星

の周りの惑星はいまだに画像に収められていない。例えば Introductionで紹介した GQ

Lupの場合、伴星の質量には大きな幅があり、伴星は惑星かもしれないし褐色矮星かもし

れない。
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図 2.3 惑星を持つ星によるマイクロレンズ現象に特徴的な信号。横軸は時間、縦

軸は光の増光を表わす。始めのピークは中心星による重力レンズだが、次に小さな

ピークが存在する。これが惑星の証拠になる。Beauliu et al. [18]より引用。

狭い意味での直接観測は、上に挙げた視線速度法とは互いに相補的な関係にあることを

指摘しておこう。視線速度法では、中心星の比較的近傍を回転する惑星のほうが視線速度

の変化が大きく観測しやすい。一方、直接撮像の場合、中心星から離れた惑星のほうが中

心星の光の影響を受けにくいため観測しやすい。したがって、視線速度法では見つけられ

なかったような惑星を検出できる可能性がある。さらに、惑星からの光を直接画像に収め

ることができ、さらにスペクトルも取ることができると惑星の温度や組成が見えてくる。

これらの情報は間接的な観測では得ることが難しい。

広い意味での直接検出では、近年 Charbonneau et al. [20]とDeming et al. [22]によっ

て惑星からの赤外線放射を直接観測したという報告がある。これは、トランジット法で惑

星の存在が知られていた系を Spitzer望遠鏡で観測し、惑星が中心星の裏側に隠れたとき

の光度の変化を観測したものである。惑星と中心星が両方とも観測者から見えているとき

は、惑星と中心星の両方からの赤外放射が見えるが、惑星が隠れると中心星のものしか見

えない。したがって、その差が惑星からの放射の分になる。惑星からの光の有無を直接見

たことになるので、広い意味での直接検出である。
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図 2.4 褐色矮星 2M1207と惑星の直接撮像。Chauvin et al. [21]より転載。

図 2.5 惑星からの赤外放射の直接検出。横軸が時間、縦軸がフラックスである。

0.5パーセント以下の非常に小さなフラックスの変化を検出した。Charbonneau et

al. [20]より転載。
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2.2 原始惑星系円盤の観測

系外惑星探査と並んで重要な観測に、惑星形成の現場を捕らえる観測がある。惑星は原

始太陽系円盤と呼ばれるガスとダストの混ざった円盤の中から形成されたと考えられてい

るが、現在の太陽系にはガス成分は残っていない。円盤を観測することによって、もとも

とどの程度の質量のガスとダストが存在するのか、そしてガスはいつごろ消失したのか、

という情報を得ることができる。

原始惑星系円盤は非常に小さな系なので、直接に観測することは困難である。そこで、

歴史的にはスペクトルを調べる方法がとられてきた (例えば Beckwith et al. [19])。ここ

では、この手法を簡単に紹介する。

星が円盤を持っている場合、円盤から赤外線が放射される。したがって、円盤をもつ星

を観測すると、星からの黒体放射に比べて赤外線でより多くの放射が観測される。これを

赤外線超過という。この赤外線超過を観測することで円盤の情報を得ることができる。

観測データをフィットするためのモデルについて簡単に触れておこう。円盤の回転軸は

観測者からの視線に対し角 θだけ傾いているとし、円盤の各半径はそこでの温度に応じた

黒体放射を出しているものと考える。円盤の温度や面密度の分布は軸対称であると仮定し

よう。観測できるのは各半径からの黒体放射の重ねあわせである。円盤の面密度 Σ(r)と

温度 T (r)の分布を簡単に

Σ(r) = Σ0

(
r

R0

)−p

(2.5)

T (r) = T0

(
r

R0

)−q

(2.6)

とべき側でで与えられるものとする。ただし、R0 は円盤内縁の半径とし、そこでの物理

量を Σ0 等と表わした。すると、観測される単位振動数あたりの光度は円盤外縁の半径を

RD とおくと

νLν = 4π cos θ

∫ RD

R0

dr2πrνBν(T (r))
(

1 − exp
[
−κνΣ(r)

cos θ

])
(2.7)

と表わされる。ここに κν は単位振動数あたりの質量吸収係数であり、Bν は Planck函数

Bν(T ) =
2hν3

c2
p

(
e

hν
kT − 1

)
(2.8)
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である。hは Planck定数、k は Boltzmann定数、cp は光速である。ここから、

x =
(

hν

kT0

) 1
q r

R0
(2.9)

と変数変換を行い、

g(ν, θ) =
κνΣ0

cos θ

(
hν

kT0

) p
q

(2.10)

と g を定めると、光度は

νLν =
16π2h

c2
p

(
kT0

h

) 2
q

R2
0 cos θν4−2/q

∫ XD

X0

1 − exp [−gx−p]
exp [xq] − 1

xdx (2.11)

となる。kT (RD) ¿ hν ¿ kT (R0)の振動数領域では積分は ν に依存しないので、スペ

クトルの傾きから q を求めることができる。

赤外線ではダストの反射の影響が大きく円盤の光学的厚みは大きい。したがって、円盤

の質量分布の情報を得ることはできない。サブミリ波からミリ波の領域になると円盤は光

学的に薄くなるので、式 (2.11)の積分のところから質量に依存する ν 依存性が出て、円

盤質量についての情報が得られる。ただし、質量吸収係数 κν はダストの性質に応じて決

まるので、不定性が大きいことも事実である。図 2.6には Beckwith et al. [19] の観測結

果を示す。

円盤の散逸時間は赤外線超過が存在するかを見ることで推定できる。Haisch et al. [36]

は比較的若い球状星団についてサーベイを行い、赤外線超過のある星の割合から円盤の寿

命を 106 年程度であると見積もった。図 2.7は彼らの観測結果である。

Introductionでも触れたように、原始惑星系円盤を直接撮像する試みが現在行われてお

り、比較的大きな円盤に関しては画像も手に入りつつある。将来的には、さらに、円盤か

らの光の分光や偏光観測などでより詳しい原始惑星系円盤の状態を知ることができるよう

になると期待される。

2.3 観測事実のまとめ

簡単に系外惑星・原始惑星系円盤・太陽系の観測事実を列挙しておこう。系外惑星の観

測事実は例えば [44]に詳しい。原始惑星系円盤と太陽系の観測事実については [88]を主

に参考にした。理論の立場としては、以下に示すような観測事実と矛盾のない惑星系形成

論を構築することが必要である。
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図 2.6 赤外線超過の観測例。横軸は振動数、縦軸が光度である。高振動数側の点線

は黒体放射によるフィットであり、中心星からの放射を表わしている。低振動数側

で星からの黒体放射よりも明らかに大きい放射がある。実線は星と円盤がつながっ

ているとしたときのフィット、破線は星の近傍には円盤がないとしたときのフィッ

トである。Beckwith et al. [19]より転載。

2.3.1 系外惑星の観測事実

系外惑星が数多く発見され、統計的な議論が可能になってきた。現在までにわかってい

る主な観測事実は次のとおりである。

• 惑星質量の分布は dN/dM ∝ M−1.5 のようになっている。

• 軌道長半径が大きいほど惑星の数は多い。
• 軌道長半径が 0.1AU以下であるようなホットジュピターは、FGK型の星の 0.8%

程度。

• 離心率の大きい惑星は多い。
• 中心星の金属量が多いほうが惑星を持つ割合が高い。
• 惑星が二つ以上ある系は多く、惑星は共鳴軌道に入っていることが多い。
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図 2.7 原始惑星系円盤の寿命の観測例。横軸が球状星団の年齢、縦軸が赤外線超過

を示す星の割合である。年齢が増えるにつれ赤外線超過を示す星が減っており、円

盤の寿命が 106 年程度であることが示唆される。Haisch et al. [36]より転載。

2.3.2 原始惑星系円盤の観測事実

原始惑星系円盤に関して観測的にわかっていることは次のとおりである。

• ダストの質量は 10−5 − 10−3M¯ 程度。ガスの質量は CO 分子線などを用いて測

定されるが不定性が大きい。通常はガスの質量はダストの 100 倍程度と推定され

ている。

• 円盤の半径は数 100AU程度と見積もられている。

• 円盤の寿命は 106 − 107 年程度と見積もられている。

• 円盤が中心星の光を受けて再放射する受動的円盤と、円盤自体の熱源を考える必要
のある能動的円盤が観測されている。中心星が進化するに連れて受動的円盤の割合

が増えていく傾向にある。

• 受動的円盤のうち半数程度はダストが円盤の中心面に沈殿していると考えられて
いる。

• 中心星が進化するにつれ、ダストが消失したように見える円盤の割合が増える。惑
星系形成が示唆されるが、断定はできない。
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• 能動的円盤では 10−6M¯yr−1 程度の質量輸送があるが、受動的円盤では

10−8M¯yr−1 以下であると考えられている。

2.3.3 太陽系の観測事実

惑星系形成論を展開するにあたっては太陽系の姿も重要な手がかりになる。現在までに

わかっている太陽系の姿は以下のとおりである。

• 太陽系の惑星は 8 個存在し、その軌道半径は 0.4 − 30AU 程度に拡がる。太陽系

には惑星以外に dwarf planetや small solar system bodiesも存在し、物質分布が

30AU程度で切れているわけではない。より遠方にはカイパーベルト天体と呼ばれ

る小天体が存在している。

• 太陽系の惑星の軌道はほぼ同一平面状にあり、太陽の赤道面とほぼ一致する。
• 太陽系の惑星の軌道はほぼ円軌道。
• 惑星全体の質量は 10−3M¯ 程度であり、その約 1/10が固体成分である。一方、惑

星全体の軌道角運動量は太陽の自転角運動量の 190倍ある。

• 惑星の間隔は外に行くほど大きくなる。火星と木星の間は広く空いているが、そこ
には小惑星帯が存在する。

• 木星・土星・天王星・海王星は 10M⊕ 程度の固体コアの周りにガスをまとった構造

をしている。ガスの量は遠い惑星ほど少なく、天王星・海王星に関しては質量の大

部分がコアの質量である。
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第 3章

コア集積模型による惑星系形成論

2章では系外惑星・原始惑星系円盤・太陽系の観測的側面について簡単にまとめた。本

章では、このような惑星系がいかにして形成されるのかという理論をまとめる。

惑星系形成論には歴史的に二つの対立する説が存在した。一つは重い原始惑星系円盤が

自己重力によって分裂することによって惑星系が形成されたとする重力不安定説 [9]であ

り、いま一つは重力的に安定な円盤の中からダストが集積していくことによって惑星が形

成されたとするコア集積モデル [38] [68]である。

現在ではコア集積モデルが標準的と認められている。その理由の一つとしては、図 3.1

に示すようにに中心星の金属量が多いほど惑星を持つ割合が多いことが挙げられる。重力

不安定説にたつと、ガス円盤の質量が大きければ惑星はできるので金属量と惑星の存在確

率は関係がないように思われるる。一方、コア集積模型にたつと、円盤も星も同じ分子雲

からできたと考えれば中心星の金属量が多いほど円盤の金属量が多いのは自然なので、中

心星の金属量が多いほどコアを作るための材料物質が多く存在し、惑星ができやすくな

る、と図 3.1の傾向を自然に説明できる。

多くの系外惑星系が見つかってきた現在、いくつかの惑星系は重力不安定で形成された

可能性もあるが、多くの惑星系はコア集積模型の立場から説明できると期待されている。

しかし、現在のコア集積模型には問題点も多く、未解決の部分が数多くある。本章ではコ

ア集積模型を概観し、その成果を述べるとともに、現在のコア集積模型が抱える問題につ

いても指摘する。

コア集積模型のレビューは Hayashi et al. [38]によるものや岩波書店の教科書 [88]に

詳しい。また、最近の研究成果をまとめた本も近年発行されている [44]。
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図 3.1 系外惑星の存在する星の割合と星の金属量の関係。二つの線は異なる金属量

の推定方法を表わすが、どちらの推定をしても金属量の多い星のほうが惑星を持つ

傾向にある。Udry et al. [79]より転載。

3.1 最小質量円盤

惑星系形成論を展開しようとするとき、まず問題になるのは初期条件である。コア集積

模型が提唱された当時、系外惑星系の観測はなく、惑星系の手がかりは太陽系しかなかっ

た。現在、観測が進んでいるとはいえ、データに不定性が大きいのは事実である。また、

理論的に分子雲の収縮から星形成を経て惑星系形成の初期条件を知るのは、星形成の理論

にいまだ不定性が大きいので非常に困難なことである。

しかし、分子雲の収縮から原始星が形成されたときに円盤が形成され、その中で惑星が

形成されたと考えるのは観測的な示唆や理論的な考察から自然である。観測的に円盤の存

在が示唆されていることはすでに述べた。また、理論的にも分子雲が少しでも回転してい

たとすれば角運動量の保存のために外から流体粒子は中心にまで落ち込むことができず、

回転軸に垂直な面内に集積すると考えられるだろう。そこで、惑星系形成の初期条件とし

て Hayashi模型 [49] [37]と呼ばれる円盤を用意するのが一般的である。

Hayashi模型は、現在の太陽系に残されている固体成分を手がかりに、現在の太陽系を

再現するのに必要最小限の物質を初期条件として与えるモデルである。このモデル円盤は
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最小質量円盤とも呼ばれる。具体的には、ダスト面密度 Σd として

Σd =

{
7.1 ×

(
r

1AU

)− 3
2 g cm−2 0.35AU < r < 2.7AU

30 ×
(

r
1AU

)− 3
2 g cm−2 2.7AU < r < 36AU

(3.1)

を与える。r = 2.7AU でダスト面密度が不連続に変化するのはここで温度が水の凝結温

度を下回り、氷がダストとして振舞うからである。この氷の凝結する線は snow lineと呼

ばれる。ガスの面密度 Σg は、これに分子雲のガス・ダスト比をかけて

Σg = 1.7 × 103
( r

1AU

)− 3
2

g cm−3 (3.2)

とおく。最小質量円盤はもともと太陽系にある固体成分を手がかりに作られたモデルであ

るにもかかわらず、現在の原始惑星系円盤の観測から示唆されている円盤の質量と同程度

であることに注意しておこう。これは偶然の一致であると考えられるが、系外惑星系の形

成論を展開する場合にも最小質量円盤の値は一つのリファレンスモデルとして使うことが

できる。

円盤の温度は熱平衡を仮定することによって求まる。円盤が光学的に薄いとすると、ダ

ストは中心星からの放射を受けて温められ、自ら黒体放射することによって冷える。平衡

状態の温度は

T = 2.8 × 102
( r

1AU

)− 1
2

(
L

L¯

) 1
4

K (3.3)

である。ガスはダストと平衡状態にあるとすればこれはガスの温度にもなる。上の snow

lineはこの温度が 170Kになる半径である。式を簡単にするために、以下では中心星の光

度は太陽光度であると仮定して計算を進める。温度がわかると等温音速が計算できる。今

の場合

c =
(

kT

µmH

) 1
2

= 9.9 × 104

(
2.34
µ

) 1
2 ( r

1AU

)− 1
4

cm s−1 (3.4)

である。ここに、µは平均分子量である。

3.2 原始惑星系円盤の構造

まず、原始惑星系円盤の構造を調べよう。ここでは古くから知られている原始惑星系円

盤の構造に関する議論を行う。ここで置く仮定は次のとおりである。

• 分子粘性を無視
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• 乱流の影響を無視
• 磁場の影響を無視
• 円盤は熱的に定常
• 円盤の厚みはは中心星からの距離に比べて小さい
• 円盤内の基本流は回転角方向にのみ成分を持つ軸対称流で、密度分布は軸対称。円
盤の半径方向の物理量の変化は厚み方向の変化に比べて十分にゆっくり。

それぞれの仮定の妥当性については後述する。

3.2.1 円盤の力学的構造

まずは、円盤の基本流の構造を求めよう。原始惑星系円盤中のガスの運動を支配する方

程式は次の流体の方程式である。

∂ρg

∂t
+ ∇ · (ρgv) = 0 (3.5)

ρ
dv
dt

= −∇p − ρg∇Ψ (3.6)

ここで、d/dt は Lagrange微分を表わす。ρg はガスの密度、v はガスの速度である。Ψ

は中心星の作る重力ポテンシャルで、円柱座標 (r, φ, z)を取ると、

Ψ =
GM∗√
r2 + z2

(3.7)

と表わされる。以下の議論では常に円柱座標を取るものとする。

運動方程式 (3.6)を成分ごとに書き下し、定常状態 ∂/∂t = 0を考える。仮定によって

z/r の高次の項を無視すれば、r 成分は

Ω(r)2 =
c2

r2

d ln p

d ln r
+

GM∗

r3
(3.8)

となる。ここで、Ω(r)は円盤の回転角速度であり、

vφ = rΩ (3.9)

である。cは等温音速である。ガス圧の効果によって円盤は Kepler回転 Ω2
K = GM∗/r3

からずれていることに注意しよう。最小質量円盤のように中心星から遠ざかるにつれて圧

力が小さくなっていくような円盤では圧力勾配力が円盤の内側から外側に向かう方向に働

くので、ガスの回転は Kepler回転に比べて遅くなる。
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運動方程式の z 成分は
c2

p

∂p

∂z
= −GM∗

r2

z

r
(3.10)

である。音速を一定としてこれを解くと

p(z) =
c2

√
2π

Σg

H
e−

1
2

z2

H2 (3.11)

となる。ここに、Σg は面密度で

Σg =
∫ +∞

−∞
dzρ(r, z) (3.12)

で定義される。また、スケールハイト H を

H =
c

ΩK
(3.13)

と定義した*1。z 方向の圧力分布の解を見るとわかるように、スケールハイトは円盤の厚

みを特徴付ける量になっている。その値は

H = 5.0 × 1011

(
2.34
µ

) 1
2

(
M∗

M¯

) 1
2 ( r

1AU

) 5
4

cm (3.14)

である。1AU = 1.5 × 1013cmなので、円盤の厚みが半径に比べて十分小さいという仮定

は成立している。

円盤の回転角速度についてコメントしておこう。式 (3.8)で円盤の回転角速度はKepler

回転からずれていることを示したが、その値は

Ω ' ΩK(1 − η) (3.15)

とかけ、

η = −1
2

H2

r2

d ln p

d ln r
(3.16)

である。円盤の回転角速度のずれはスケールハイトの 2乗のオーダーなので、第ゼロ近似

では円盤は Kepler回転していると考えてよい。

*1 本論文のスケールハイトの定義は通常の定義と
√

2 だけ異なる。
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3.2.2 粘性の影響

さて、最初に置いた仮定の妥当性を調べる。以下では、最小質量円盤のパラメタを用い

て近似の妥当性を調べる。

まず、分子粘性を考えよう。円盤の中心面の密度は

ρg ∼ Σg

H
∼ 3 × 10−9gcm−3 (3.17)

である。分子間の衝突断面積を σ ∼ 10−20cm2 とおけば、平均自由行程 lmfp は

lmfp ∼ 1cm (3.18)

であり、T ∼ 300Kのときの平均衝突時間 τ は

τ ∼ 10−5sec (3.19)

である。したがって、分子粘性による動粘性係数 ν のオーダーは

ν ∼
l2mfp

τ
∼ 105cm2 s−1 (3.20)

である。一方、原始惑星系円盤の流れに特徴的なスケールとして 1AU、速度としてKepler

速度を用いると、Reynolds数 Reは

Re =
LV

ν
∼ 1014 (3.21)

と計算される。したがって、原始惑星系円盤は非常に Reynolds数が高い流れであり、分

子粘性は無視できる。ただし、乱流が存在し、乱流粘性 [71]

ν = αcH (3.22)

が存在すると Reynolds数は上で計算したものより小さくなる可能性がある。古くは乱流

の影響は無視されてきたが、実際には重要である可能性がある。この点については現在多

くの研究が進められているが、まだ確定的な結果は出ていない。本論文では、乱流の影響

は無視して議論を進める。

3.2.3 円盤の熱的構造

次に、円盤が熱的に定常であるという仮定を調べよう。円盤の進化時間に比べて十分に

冷却の時間スケールが短ければ円盤は熱的に定常だと考えてよい。円盤はダストの熱放射
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によって冷える。ダストによる質量吸収係数は κ ∼ 1cm2g−1 程度である [66]。ダストか

ら放射された熱は円盤の表面から逃げていくと考えれば、z 方向の熱の輸送を考えればよ

い。熱放射による z 方向の熱フラックスは

F = −16σSBT 3

3κρ

∂T

∂z
∼ σSBT 4

κΣ
(3.23)

程度である。ここに、σSB は Stefan-Boltzmann係数である。一方、円盤の単位面積当た

りの熱エネルギーは

E ∼ ΣkBT

µmH
(3.24)

と見積もられるから、冷却時間は

tcool ∼
E

F
∼ 103

(
Σ

103gcm−2

)2 (
κ

1cm2g−1

)(
T

300K

)−3

yr (3.25)

程度である。円盤進化の時間スケールは通常 105 ∼ 106yrを考えるので、円盤は熱的に定

常であるとみなしてよいだろう。対流の効果まで含めたより詳細な数値計算によってもこ

の冷却時間の見積もりは正しいことが示されている [84]。

3.2.4 磁場の影響

最後に、磁場の影響を Gammieの論文 [31]に従って考えていこう。小さな磁場が存在

すると、磁気回転不安定 [4]が起こって磁場は増幅される。しかし、増幅が起こる前に磁

場が散逸してしまえば磁場は弱いままに保たれる。磁場が弱い極限で、スケール λのゆら

ぎが磁気回転不安定によって成長する時間 tMRI は

tMRI ∼ λ

vA
(3.26)

である (Appendix参照)。ここに、vA は Alfven速度を表わす。これが、磁場の散逸時間

tdis ∼ λ2

η
(3.27)

よりも短ければ不安定は成長する。ここに、η は電気抵抗である。tdis は λ2 で増加する

一方、tMRI は λ1 でしか増加しないので、波長が長いほうが磁気回転不安定は成長しやす

い。しかし、円盤にたつ最も長い波長のゆらぎはスケールハイト程度の揺らぎである。し

たがって、磁気回転不安定の成長時間は

tMRI ∼ H

vA
(3.28)
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程度である。スケールハイト程度の磁場が減衰する時間は

tdis ∼ H2

η
(3.29)

である。したがって、磁気回転不安定が起こらないためには

ReM =
vAH

η
¿ 1 (3.30)

が条件になる。ここで ReM は磁気 Reynolds数である。電気抵抗 η は電子が電流のキャ

リアであれば電子と中性水素分子の衝突で決まり、

η = 6.5 × 103x−1cm2s−1 (3.31)

である [37]。ここに、x = ne/nH はイオン化率を表わす。したがって、磁気 Reynolds数

はプラズマ β を β = c2/v2
A とおくと

ReM = 7.6 × 1012x
1

β
1
2

(
2.34
µ

)(
M∗

M¯

) 1
2 ( r

1AU

)
(3.32)

である。したがって、イオン化率が 10−13 程度あれば磁場の影響は無視できなくなる。

イオン化率は電離平衡を仮定すると求まる。電離の過程は分子間衝突か宇宙線による電

離である。また、再結合の過程はダスト表面上での再結合かガス相における解離性再結合

である。原始惑星系円盤のように密度が高く、1013cm−3 程度のとき、温度が 103K程度

より高いと分子間衝突によるカリウムの電離により、イオン化率は x ∼ 10−11 まで上が

る。温度が低いときはダスト表面での再結合の影響で電離度は低く、分子間衝突のみを考

えたとき 800Kで x ∼ 10−16 程度である [80]。

宇宙線による電離は、100g cm−2 程度の物質を通過すると効かなくなる [81]。したがっ

て、宇宙線による電離が効くのは円盤表面の薄い領域のみである。しかし、中心星から非

常に離れていて、円盤面密度が十分に薄くなっている領域では宇宙線は円盤を通過するこ

とができるので、宇宙線による電離が効くであろう。ダストが少ないとダスト表面での再

結合が抑えられ、イオン化率は上がるが、解離性再結合があるので、この影響でイオン化

率の上限が決まる。この値は、宇宙線のフラックスを ζ とおくと

x = 1.6 × 10−12

(
T

500K

) 1
4

(
ζ

10−17s−1

) 1
2 ( nH

1013cm−3

)− 1
2

(3.33)

と見積もられる。したがって、円盤表面でダストが十分少なければそこは磁場の影響がき

いている。

25



結局、原始惑星系円盤が磁場の影響を受けるかどうかをまとめると図 3.2のようにな

る。中心星に近く、温度が 103Kより高い領域では分子や原子の衝突電離によって十分電

離されている。また、円盤表面では宇宙線によって電離されている。中心星からある程度

遠く、円盤面に近いところでは温度が低く、宇宙線も届かないので円盤のイオン化率は小

さく、磁場はすぐに散逸してしまう。中心星からさらに離れ、面密度が十分に薄くなって

いるところは宇宙線の影響で電離されている。円盤が中性であるとみなせる領域は dead

zoneと呼ばれ、中心星から 0.1AU程度のところより外側である。したがって、地球軌道

程度から外側の領域を考える上では磁場の影響を無視してもよい。

以上が簡単な原始惑星系円盤における磁場の影響の簡単な評価であるが、dead zoneが

本当に存在するのか、といったことは確定的ではない。例えば、原始惑星系円盤の場合中

心星は若い星なので、中心星からの X線放射が電離に寄与する可能性がある。また、星間

宇宙線による電離が 100gcm−2 程度の物質を通過して初めてきかなくなるという仮定や、

原始惑星系円盤に存在する重元素の影響もより詳しく議論すべきである。このような点も

考慮したより現実的なモデルを構築しようとする研究も最近行われている [32] [30] [69]。

その結果、dead zoneができるのは星間宇宙線がエネルギーを落としてしまうためではな

く、原始惑星系円盤の密度が高いために散逸がきくためであり、Gammie の考察よりも

dead zoneが広くなることが示唆されている [69]。しかし、ダストが減少していくとダス

ト表面での再結合が起こらなくなる影響でイオン化率は上昇し、dead zone は小さくな

る [69]。また、ダストが存在しないときは重元素の影響は大きいと計算されている [30]。

重元素は電荷を持った分子との荷電交換反応によって速くイオン化される一方で、再結合

の過程はゆっくり起こるため、少しでも重元素があると dead zoneが消えてしまうことが

示唆されている。また、この議論とは別の議論ではあるが、磁気回転不安定が飽和して解

放されたエネルギーの一部をイオン化に使うことで dead zone が消える可能性も指摘さ

れている [41]。

したがって、より現実的な円盤のモデルを考えると、磁場の影響は実際には重要になる

かもしれない。また、磁場が入ると常に磁気回転不安定性が問題になるので、乱流も考慮

に入れる必要が出てくる。その結果、より現実的な惑星系形成の現場は本章で述べるよう

な、層流の流体円盤という描像とは大きく異なっている可能性がある。したがって、より

現実的なモデルをたてて惑星系形成論を考えることは重要である。その第一歩として、本

論文では磁場があって乱流の存在しないような場合を考えることにする。

まず本章では磁場や乱流の影響が無視できるとしたときの、伝統的な惑星系形成論を議

論し、その成果と問題点を指摘する。その上で、後の章で磁場が入ったときに既存の惑星

系形成論がどのように修正されうるのかを、惑星移動という現象を取り上げて議論する。

26



図 3.2 原始惑星系円盤の電離状態。Gammieの論文 [31]より引用。dead zoneは

0.1AU より外側 の円盤中心部付近に存在する。外側の dead zone の境界は描かれ

ていない。

3.3 ダストの沈殿と微惑星形成の困難

原始惑星系円盤はダストとガスからなる円盤である。ここから、ダストが集積して次第

に大きな構造を作っていき、惑星系形成にいたる過程を議論しよう。まずは、ダストが集

積することによって微惑星と呼ばれる km程度の大きさの固体になる過程を考える。

ダスト集積の過程として考えられるものは二つある。一つはダストどうしの衝突による

合体であり、いまひとつは円盤の重力不安定による集積である。まず、単純な重力不安定

は最小質量円盤では起こらないことを示す。

円盤が重力的に不安定になるためには Toomreの Qパラメタ

Q =
κc

πGΣ
(3.34)

が 1より小さくなくてはならない (Appendix参照)。最小質量円盤のパラメタを入れ、円

盤は Kepler回転しているとすると Qは

Q = 56
(

2.34
µ

) 1
2 ( r

1AU

)− 1
4

(3.35)
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となり、最小質量円盤は自己重力に対し安定であることがわかる。したがって、微惑星の

形成過程としてはダストどうしの合体成長を考える必要がある。

3.3.1 ダストとガスの間の摩擦力

ガス円盤中でのダストの運動を考える際に重要になるのはダスト粒子とガスの間に働く

摩擦力である。まず、この表式を簡単に求めておこう。

ダストに働く摩擦力は、ダスト粒子の大きさに依存する。まず、ダストの大きさ D が

ガス粒子の平均自由行程 lmfp よりも小さい場合を考える。このとき、ダストにガス粒子

が衝突して完全弾性散乱される、という粒子的な描像にたたなければならない。実験室系

から見たダスト粒子の速度を v とし、ガス粒子の速度分散を vth とおく。ダスト粒子に z

方向や r 方向にかかる摩擦力を考え、v ¿ vth とする。ダストの静止系に移ると、ダスト

粒子に前方から衝突するガス粒子は vth + v 程度の速度をもち、後方から衝突するガス粒

子は vth − v 程度の速度を持つ。したがって、一回の散乱で前方から衝突するガス粒子か

らダスト粒子は
mg(vth + v) (3.36)

程度の運動量を受け、後方から衝突するガス粒子によっては

mg(vth − v) (3.37)

程度の運動量を受ける。ここにmg はガス粒子の質量である。単位時間当たりの衝突回数

は、前方からの散乱では
ρg

mg
D2(vth + v) (3.38)

であり、後方からの散乱は
ρgmg

D

2
(vth − v) (3.39)

であるので、ダスト粒子がガス粒子から受ける摩擦力 FE は

FE ∼ − ρg

mg
D2mg(vth + v)2 +

ρg

mg
D2mg(vth − v)2 ∼ −ρgD

2vthv (3.40)

である。より詳しい計算は Epstein によって行われており、この摩擦力は Epstein 則と

呼ばれている [17]。

ダストの大きさ D がガスの平均自由行程 lmfp に比べて大きい場合はガスは流体的に

扱ってよい。このときの抵抗力 FS は Stokes則として知られており、その大きさは

FS = 6πDρgνv (3.41)

28



である [87]。ここに、ν は動粘性係数である。

分子粘性を考えるとき、Epstein則と Stokes則は D ∼ lmfp で一致することをコメン

トしておく。実際、FE と FS の比を D ∼ lmfp のときに調べると

FE

FS
∼ lmfpvth

ν
(3.42)

となるが、動粘性係数 ν のオーダーは ν ∼ vthlmfp である [56]ので、FE/FS = O(1)で

ある。そこで、ダスト粒子にかかる摩擦力の法則としては、D < lmfp のときは Epstein

則、D > lmfp のときは Stokes則を用い、D ∼ lmfp で両者を補間すればよい。

3.3.2 原始惑星円盤中でのダスト粒子の運動

原始惑星系円盤の中でどのようにダスト粒子が運動しているかを調べると、ダストの成

長に関する手がかりが得られる。ここでは原始惑星系円盤をダストとガスの二流体系とし

て扱い、ダスト粒子がどのように運動するかを調べる。

Kepler 回転する座標系を取る。この座標系から見たガスの速度を vg、ダストの速度

を vd と書き、Kepler角速度を ΩK、Kepler速度を vK と取る。抵抗則を、Epstein則と

Stokes則をまとめて速度差に比例する形で

F = −MAρg∆v (3.43)

と書く。ここにM はダスト粒子の質量、∆v はダストとガスの速度差であり、Aが抵抗

則の係数を表わす。Epstein則なら Aはダスト半径D の二乗に比例し、Stokes則ならD

に比例する。

ガスの運動方程式は

∂vg,r

∂t
+vg,r

∂vg,r

∂r
+vg,z

∂vg,r

∂z
−

v2
g,φ

r
= −ρdA(vg,r−vd,r)+2ΩKvg,φ +2ηΩKvK (3.44)

∂vg,φ

∂t
+ vg,r

∂vg,φ

∂r
+ vg,z

∂vg,φ

∂z
+

vg,rvg,φ

r
= −ρdA(vg,φ − vd,φ) − 1

2
ΩKvg,r (3.45)

∂vg,z

∂t
+ vg,r

∂vg,z

∂r
+ vg,z

∂vg,z

∂z
= −ρdA(vg,z − vd,z) − Ω2

Kz − 1
ρg

∂p

∂z
(3.46)

である。ここで、η は式 (3.15) で導入した動径方向の圧力勾配の大きさを表わすパラ

メタで、スケールハイトと半径の比の二乗程度の大きさであり、最小質量円盤の場合は

η ∼ 103 程度である。
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ダストには圧力勾配力が働かないので、ダストの運動方程式は

∂vd,r

∂t
+ vd,r

∂vd,r

∂r
+ vd,z

∂vd,r

∂z
−

v2
d,φ

r
= −ρgA(vd,r − vg,r) + 2ΩKvd,φ (3.47)

∂vd,φ

∂t
+ vd,r

∂vd,φ

∂r
+ vd,z

∂vd,φ

∂z
+

vd,rvd,φ

r
= −ρgA(vd,φ − vg,φ) − 1

2
ΩKvg,r (3.48)

∂vd,z

∂t
+ vd,r

∂vd,z

∂r
+ vd,z

∂vd,z

∂z
= −ρgA(vd,z − vg,z) − Ω2

Kz (3.49)

である。

定常状態を考え、∂/∂t = 0 とする。また、Kepler 運動からのずれが小さいとして

vK À vg, vd とし、最低次を取ると運動方程式は

0 = −ρdA(vg,r − vd,r) + 2ΩKvg,φ + 2ηΩKvK (3.50)

0 = −ρdA(vg,φ − vd,φ) − 1
2
ΩKvg,r (3.51)

0 = −ρdA(vg,z − vd,z) − Ω2
Kz − 1

ρg

∂p

∂z
(3.52)

0 = −ρgA(vd,r − vg,r) + 2ΩKvd,φ + 2ηΩKvK (3.53)

0 = −ρgA(vd,φ − vg,φ) − 1
2
ΩKvd,r (3.54)

0 = −ρgA(vd,z − vg,z) − Ω2
Kz (3.55)

となる。これを解いてダストの動径および鉛直方向の運動を求めると

vd,r = − Γ
1 + (ξ + 1)2Γ2

2ηvK (3.56)

vg,z − vd,z =
1
Γ

z

r
vK (3.57)

となる。ここに Γは Kepler時間とダストの摩擦による緩和時間の比

Γ =
ρgA

ΩK
(3.58)

であり、また ξ はダストとガスの密度比

ξ =
ρd

ρg
(3.59)
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である。Aの値のオーダーは

A =

{
vth

ρmatD
Epstein則

ν
ρmatD2 Stokes則

(3.60)

である。ここに ρmat はダストの構成物質の密度である。したがって、Γのオーダーは

Γ =

{
Σg

ρmatD
Epstein則

Σg

ρmatD
lmfp

D Stokes則
(3.61)

となる。

式 (3.56) は、ダストは Kepler 回転しているのに対し、ガスは圧力勾配力によって

Kepler回転よりゆっくり回転しているために、ダストがガス摩擦によって角運動量を失

い中心星に落下していくことを示している。また、式 (3.57)はダストには圧力勾配力が

かからないためにダストは中心星の重力を受けて円盤面に終端速度で沈殿していくことを

示している。

3.3.3 ダスト粒子の合体成長と沈殿

ダスト粒子が成長しつつ円盤面に沈降する過程を考える。ダスト粒子には圧力勾配力が

働かないので、中心星からの重力のために円盤面に向かう力がかかり、ダスト粒子は次第

に円盤面に沈殿していくことを前節でみた。一方、小さなダストは摩擦力によってガスと

一緒に運動していると思われるので、沈殿するダスト粒子はその過程で小さなダスト粒子

をはき集め成長していくと考えられる。ダスト粒子の大きさが大きいほど Γ の値は小さ

く、終端速度は大きくなるので、成長したダストはより速く中心面に沈殿することにな

り、さらに周囲の小さなダスト粒子をはき集めていく。この過程によって微惑星がどの程

度の時間スケールでできるかを見積もる。

ダストの成長を表わす方程式はダストの質量をM、衝突の相対速度を∆v、衝突時にダ

ストどうしが付着する確率を fs として

dM

dt
= fsρdπD2∆v (3.62)

とかける。相対速度は、ダストの大きさによるダストの運動速度の差か乱流による速度分

散で決まるが、今は乱流の効果は無視し、ダストの大きさの効果のみを考える。小さなダ

ストはほぼガスと同じ速度で運動しているので、速度差は式 (3.57)で与えられる。従っ

て、ダスト成長の典型的な時間は

tgrow ∼ Σfq

fsρd

r

H

1
vK

(3.63)
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となる。ここで

Γ =
Σg

ρmatD
q (3.64)

と q を定義した。q の大きさは

q ∼

{
1 Epstein則
lmfp

D Stokes則
(3.65)

である。

3.3.4 ダスト成長の困難

ダストが成長するためには、tgrow がダストの中心星への落下時間よりも短くなければ

ならない。ダストの中心星への落下時間 tinfall は式 (3.56)より、ξ ¿ 1を用いると

tinfall ∼
r

vd,r
∼ 1 + Γ2

Γ
1
η

r

vK
(3.66)

と見積もられるので、

tinfall

tgrow
∼ 1 × 1 + Γ2

Γ

(
fs

0.1

)(
ξ

10−2

) ( η

10−3

)−1 (q

1

)−1

(3.67)

である。ゆえに、摩擦が適度にきいて Γ ∼ 1になるとダスト落下の時間スケールはダスト

成長の時間スケールと同程度になることが示唆される。ダストの大きさが小さく、Γが大

きいときは摩擦がよくきくのでダストとガスの速度差はすぐにならされてしまうので中心

星へ落下しない。また、ダストの大きさが十分に大きく Γが小さくなるとダストに対する

ガス摩擦の効果は無視できるようになり、中心星へ落下しなくなる。Γ ∼ 1となるときの

ダストの大きさは

D ∼ 103

(
Σg

103g cm−2

)(
ρmat

1g cm−3

)−1 (q

1

)
cm (3.68)

であるので、ダストがメートル程度の大きさまで成長するとダストは中心星へ落下して

しまう。より詳しい計算 [85] [2]によってもこのオーダー評価と同様の内容が示唆されて

いる。

3.3.5 ダスト層の重力不安定性による微惑星形成

単純な合体成長ではダストはメートル程度の大きさになったときに周囲のガスの摩擦力

によって中心星に落下してしまうことがわかった。そこで、より速いダスト集積の過程が
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必要である。そのために、ダスト層の重力不安定性を考える。ダストの中心星への落下時

間は Γ ∼ 1のとき tinfall ∼ 1/ηtK 程度であるので、Kepler時間に比べて十分長い。一

方、自己重力不安定は Kepler時間程度で進むので、ダストが中心星に落下する前に微惑

星を形成できる可能性がある。

最小質量円盤は自己重力に対して安定であることはすでに述べた。しかし、ダストを原

始惑星円盤の中心面に薄く沈殿させることができればダスト層は自己重力的に不安定にな

る可能性がある。粒子円盤の自己重力不安定の条件も流体円盤の場合と基本的には変わら

ない。ただし、音速を速度分散に置き換えることが必要である。ダスト層の厚みはダスト

の速度分散を vs とおくとHd ∼ vs/Ωで与えられるので、自己重力的に不安定になるため

にはダスト層の厚みは

Hd <
πGΣg

Ω2
∼ 3.7 × 107

(
Σg

7.1g cm−2

)(
Ω

2π/1yr

)−2

cm (3.69)

程度でなければならない。これはおおむねガスのスケールハイトの 10−3 程度である。

もし、自己重力不安定が起こるとすればメートル程度の大きさよりダスト粒子が大きく

なれることを確認しておこう。自己重力不安定の最大成長波数は

k ∼ GΣd

v2
s

∼ GΣd

H2
dΩ2

(3.70)

で与えられるので、Q ∼ 1のときこの波数は k ∼ 1/H 程度である。この波長で決まる固

まりにダスト円盤が分裂したとすれば、形成される微惑星の質量mは

m ∼ ΣdH
2 ∼ 1016

(
Σd

7.1g cm−2

)(
H

3.7 × 107cm

)
g (3.71)

と見積もられる。。微惑星の密度を典型的に 1gcm−3 とすれば、その大きさは 105cmとな

り、キロメートル程度の大きさになる。

3.3.6 シア不安定性の発生による微惑星形成の困難

ダスト層の自己重力不安定性によって微惑星を形成しようとするとき、ダスト層を十分

に薄くする必要があった。ここでは、ダスト層が十分に薄くなれるかどうかを議論する。

ダストには圧力勾配力が働かず、ガスには圧力勾配力が働くためにダストとガスの間に

は速度差があることはすでに述べた。したがって、もしダスト層が円盤中心面に薄く沈殿

すると、ダストとガスの境界面に速度差があり、Kelvin-Helmholtz不安定性を起こす可

能性がある。もし Kelvin-Helmholtz不安定性が起こればダストがまきあげられ、ダスト

は中心面に薄く沈殿できないかもしれない。
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まずは、Kelvin-Helmholtz不安定性が起こる条件を簡単に見積もる [11]。面 z = 0を

境に接している二流体を考えよう。−z 方向に重力加速度 g がかかっているものとする。

z > 0にある流体を 1と呼び、z < 0にある流体を 2と呼ぶ。流体 1の密度を ρとし、流

体 2の密度を ρ + δρとおく。Reyleigh-Taylor不安定性が起こらないように δρ > 0とし

ておこう。流体 1は速度 v で、流体 2は速度 v + δv で境界面に平行に流れているものと

する。今、突然 z = 0の上下で距離 δz 離れた二つの流体素片が入れ替わり、同じ速度 v′

になったとする。この過程で運動量は保存しているものとする。この過程は二つの流体が

小さな摂動により混合したことをモデル化した過程である。

流体が混合する前後で、系のエネルギーを計算し、流体全体のエネルギーが混合によっ

て下がっていればより混合は進み、系が不安定であると考えられる。まず、流体素片の入

れ替えによる位置エネルギーの変化は

δΦ = (ρ + δρ)gδz − ρgδz = gδρδz (3.72)

である。運動量の保存は

ρv + (ρ + ρ + δρ)(v + δv) = (ρ + ρ + δρ)v′ (3.73)

であるので、運動エネルギーの変化は v À δv とすれば

δK =
1
2
(ρ + ρ + δρ)gδz −

(
1
2
ρv2 +

1
2
(ρ + δρ)(v + δv)2

)
(3.74)

= −1
4
ρδv2 (3.75)

となる。全エネルギー変化は位置エネルギー変化と運動エネルギー変化の和であるので、

Kelvin-Helmholtz不安定性の起こる条件は

J <
1
4

(3.76)

である。ここに J は Richardson数と呼ばれる無次元量で

J = −g

ρ

∂ρ
∂z(
δv
δz

)2 (3.77)

によって定義される。z方向の重力はKelvin-Helmholtz不安定性を抑える方向に働くが、

その効果がきかなくなると不安定が起こる。

最小質量円盤においてダスト層が重力不安定を起こす程度に薄くなったときの

Richardson 数を見積もろう。ダスト層の厚みは δz ∼ 107cm である。ダストの密度

34



は ρd ∼ Σd/δz ∼ 10−6g cm−3 であり、ガス密度は ρg ∼ 10−9g cm−3 程度であるの

で ρg ¿ ρd である。したがって、δρ ∼ ρd とおいてよい。ダストとガスの速度差は

δv ∼ ηvK と見積もられている。重力加速度 g は中心星による重力に z/r をかけた程度で

あるので g ∼ δzΩ2
K と見積もられる。したがって、Richardson数は

J ∼ δz2

δv2
Ω2

K ∼
(

δz

r

1
η

)2

∼ 10−8

(
δz/r

10−7

10−3

η

)2

(3.78)

と見積もられ、非常に小さい。したがって、Kelvin-Helmholtz不安定性が起こりうる。

では、Kelvin-Helmholtz不安定性が起こるとどのような粒子密度分布になるだろうか。

不安定が起こると二つの流体が混合することによって速度勾配はならされ、Richardson

数は大きくなる。この混合は Richardson数が 1/4となって不安定性が抑えられるまで続

くであろう。したがって、ダスト分布は Richardson数が 1/4の準定常的な分布になると

考えられる。J = 1/4を仮定して準定常的なダストの分布を求めると、最小質量円盤の場

合図 3.3のようになる [70]。これを見るとダストの密度は重力不安定を起こすほどには

大きくなっていないことがわかる。したがって、最小質量円盤ではダストの重力不安定に

よって微惑星を形成することができない。

3.3.7 微惑星の形成に向けて

ここまで見てきたように、微惑星形成には大きな困難がある。この困難は現在の惑星系

形成論の大問題となっており、未解決問題の一つになっている。この困難を解決するため

には今まで考えられていなかった物理を導入する必要があるだろう。今までの議論で無視

してきた中で最も大きいものは乱流の効果である。例えば、乱流渦にダスト粒子を取り込

むることで重力的に不安定になるまでダストを集積させる可能性が数値的に示されてい

る [43]。いずれにしても、より現実的な状況を詳細に数値的あるいは解析的手法で調べて

いくことが重要である。

3.4 微惑星の重力相互作用による原始惑星形成

前節では微惑星形成は惑星系形成論の一つの大きな問題となっていることをみた。しか

し、ここで止まっていては惑星系形成論はできないので、ここからは微惑星は形成された

と仮定する。その上で、微惑星どうしが集積して原始惑星と呼ばれる、地球質量の 1/10

程度の固まりが形成される過程を議論する。

微惑星段階になると微惑星間の重力相互作用が重要になる。この点がダストが微惑星へ
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図 3.3 最小質量円盤における Richardson数 1/4の場合の半径 1AUにおけるダス

トの準定常的な分布。Sekiyaの論文 [70]より引用。横軸は密度、縦軸は円盤面から

の高さである。ρc が重力不安定を起こすための臨界密度であるが、ダストの密度は

ここまで大きくなっていない。

成長する段階と微惑星から原始惑星へ成長する段階の大きな違いである。

3.4.1 微惑星の衝突断面積

まず、微惑星の間に重力が働いているときの微惑星間の衝突断面積の現象論的な表式を

求めよう [68]。

質量m、半径 rおよび質量m′ 半径 r′ を持つ二つの剛体球の衝突を考えよう。相対速度

v、衝突係数 bで入射したとき、二つの球の中心が最も近づいたときの距離 rmin が r + r′

より小さくなれば二つの球の衝突が起こる。このときの衝突係数を bc とおくと、二つの

剛体球の衝突断面積 σ は σ ∼ πb2
c で与えられる。したがって、二つの球の衝突断面積は

σ ∼ π
2G(m + m′)(r + r′)

v2
= π(r + r′)2

v2
esc

v2
(3.79)

と与えられる。ここに脱出速度 vesc は

v2
esc =

2G(m + m′)
r + r′

(3.80)

36



である。一方、重力が働いていないときの衝突断面積は

σ = π(r + r′)2 (3.81)

で与えられる。そこで、重力の効果を含めた微惑星間の衝突断面積として、現象論的に

σ = π(r + r′)2Θ (3.82)

とおく。ここに、Θは重力がどの程度きいているかを表わすパラメタで

Θ = 1 +
v2

esc

v2
(3.83)

と定義した。

3.4.2 秩序的成長における原始惑星形成時間

まず、単純な合体集積のモデルとして、ある程度成長した質量M、半径 Rの一つの微

惑星が、質量m、半径 r の微惑星からなる密度 nの集団の中に静止しているものとする。

微惑星集団はあるランダム速度 vr をもって運動しているとすると、単位時間当たり質量

M の微惑星に衝突する回数は nσvr である。R À r、M À mとすると原始惑星の成長

率は
dM

dt
= mnπR2Θvr (3.84)

と見積もられる。微惑星集団からなる円盤の厚みは vr/ΩK 程度であるので、mnvr ∼
ΣdΩK と見積もられるから、微惑星のを構成する物質の質量密度を ρmat として具体的な

成長時間を見積もると

tgrow ∼
(

1
M

dM

dt

)−1

(3.85)

∼

4 × 107
(

Σd

ΣMMSN
d

)−1 (
ρmat

3gcm−3

) 2
3

(
M

M⊕

) 1
3 (

r
1AU

)3 (
Θ
2

)−1
(

M∗
M¯

)− 1
2

yr

1 × 109
(

Σd

ΣMMSN
d

)−1 (
ρmat

1gcm−3

) 2
3

(
M

10M⊕

) 1
3 (

r
5AU

)3 (
Θ
2

)−1
(

M∗
M¯

)− 1
2

yr
(3.86)

となる。ここで、場合分けは上が snow line の内側、下が snow line の外側である。

ΣMMSN
d は最小質量円盤の面密度を表わす。ランダム速度は重力散乱で増加し、衝突によ

るエネルギー散逸やガス抵抗によって減少するので、おおむね vr ∼ vesc と見積もると、

Θ ∼ 2となる。
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この見積もりより、snow lineの外側の木星型惑星のできる領域では原始惑星の形成さ

れる時間スケールは非常に長く、天王星や海王星の形成される時間は太陽系の年齢より長

くなってしまう。これは木星型惑星形成時間の問題と呼ばれ、太陽系形成論における大問

題の一つである。

この問題を解決する一つの可能性として、微惑星の暴走成長と寡占成長によるランダム

速度の減少というメカニズムが提案されている。今の見積もりでは微惑星は周囲の微惑星

と相互作用しながら全体的に同じペースで成長していくという描像にたっていたが、暴走

成長と寡占成長では少し成長した微惑星が一気に成長し、少量の大きな質量を持つ原始惑

星と成長できなかった数多くの微惑星という二極分布した構造が現れる。以下ではこの二

つの過程に基づく微惑星集積の過程を議論し、現代的な惑星集積の考え方を示す。

3.4.3 Hill方程式

中心星のまわりを Kepler運動している二つの微惑星の運動を考える。一つの微惑星の

質量を m1、もう一つの微惑星の質量を m2 とおく。微惑星の質量は中心星の質量に比べ

て小さく、m1, m2 ¿ M∗ とする。微惑星はそれぞれほぼ円軌道を描いているとし、また

同一平面内を運動しているものとする。微惑星間の距離は軌道半径に比べて十分小さいと

する。Kepler回転している座標系にのると、微惑星の相対運動は Hill方程式

ẍ = 2ΩK ẏ + 3Ω2
Kx − G(m1 + m2)x

r3
(3.87)

ÿ = −2ΩK ẋ − G(m1 + m2)y
r3

(3.88)

に従う。ここに (x, y)は微惑星の軌道面内の相対座標であり、x方向は中心星から微惑星

m1,m2 の重心に向かう方向にとる。また ΩK は中心星の周りの Kepler 角速度である。

Hill方程式の右辺の最後の項は微惑星間の重力相互作用を表わす。いま、この項を無視し

て Hill方程式を解くと
x = b − x0 cos(ΩK(t − t0)) (3.89)

y = $ − 3
2
bΩKt + 2x0 sin(ΩK(t − t0)) (3.90)

となる。b, x0, $, t0 は積分定数であり、それぞれの微惑星の軌道要素を用いて表わさ

れる。

二つの惑星の軌道要素を a1, a2 等と書く。今、軌道長半径は a1 ∼ a2 ∼ aである。ただ

し、aは二つの微惑星の平均的な軌道半径である。bの値は軌道半径の差 a1 − a2 程度で
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あり、xの振幅 v0/ΩK は二つの微惑星の近日点半径の差と遠日点半径の差の違い程度で

あるので、a(e1 − e2)程度の大きさである。ただし eは軌道離心率を表わす。

x, y の解はともに振動する部分を含む。この振動運動をランダム運動と呼ぶ。ランダム

速度の大きさ vr は vr ∼ evK 程度である。二つの微惑星の運動が同一平面に載っていな

いときはランダム速度の大きさは v2
r ∼ (e2 + i2)v2

K となる。ただし、i は軌道傾斜角で

ある。

y の解は、ドリフトしながらランダム運動によって振動する解である。ドリフト速度 u

は二つの微惑星の軌道半径が異なることによって速度差があることに起因しており、y の

ドリフトのことをシア運動と呼ぶ。

Jacobi積分を計算すると、

EJ =
1
2
(ẋ2 + ẏ2) − 3

2
Ω2

Kx2 − G(m1 + m2)
r

(3.91)

=
1
2
x2

0Ω
2
K − 3

2
Ω2

Kb2 − G(m1 + m2)
r

(3.92)

となる。今の解では微惑星間の相互作用を無視しているので、第三項まで含めると EJ は

保存していないように見えるが、近似の範囲内で EJ は保存する。特に、微惑星間の相互

作用によってランダム速度が増加すると x0 が増加し、EJ が保存するために微惑星の間

の間隔 bも増加しなければならないことに注意しておく。

Hill方程式により中心星の周りを Kepler回転する二つの微惑星の相対運動がわかると

微惑星間の相対速度が求められる。相対速度を定めるものはシア運動とランダム運動の二

つがあることがわかった。どちらがきくかを調べるためには、微惑星間の相互作用も考慮

に入れた軌道の解析をしなければならないが、結局ランダム速度の大きさに依存すること

がわかる [62]。ランダム速度が大きく vr À rHΩK のときは相対運動はほとんどランダ

ム運動で決まる。これをランダム運動卓越領域という。ただし、rH は Hill半径である。

一方、vr ¿ rHΩK のときは相対速度はシアで決まる。この領域をシア卓越領域という。

惑星形成ではランダム運動卓越領域にあることが多い。

3.4.4 微惑星間の重力相互作用による軌道要素の変化

微惑星同士の重力的相互作用によって軌道要素がどのように変化を受けるかを考え、ラ

ンダム運動の変化を議論する。計算の詳細には立ち入らず、概略のみを記す。Hill方程式

の解 (3.89)、 (3.90)をもとに、微惑星 1の平均的な軌道離心率の変化を求めると [40]

de2
1

dt
=

m2

m1 + m2

(
m2

m1 + m2

(e2 − e1)2

tV S
+

1
tDF

m2e
2
2 − m1e

2
1

m1 + m2

)
(3.93)
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となる。ここで右辺第一項は viscous stirringと呼ばれる項で、重力散乱の結果相対的な

ランダム運動の効果が大きくなる効果である。右辺第二項は力学的摩擦によって微惑星の

ランダム運動エネルギーmv2
r ∼ me2v2

K を等しくする効果である。

tV S および tDF はそれぞれの効果の緩和時間を表わすが、どちらももともとは二体散

乱に起因しているのでこの二つの時間スケールは同程度である。二体散乱によるエネル

ギー交換でランダム運動のエネルギーが変化すると考えると、tV S と tDF の時間スケー

ルは二体散乱によるエネルギー緩和の時間 [10]で与えられ

t−1
V S ∼ t−1

DF ∼ G2m2n

v3
lnΛ (3.94)

程度である。ここに m は微惑星の平均的な質量、n は微惑星の平均的な数密度、v は微

惑星の平均的なランダム速度を表わし、ln Λは Coulomb対数である。より詳しい計算は

Tanaka and Ida [75]によってなされており、その結果は

t−1
V S ∼ 4

G2m2nSΩK

v4
r

[
ln(1 + Λ2) − Λ2

1 + Λ2

]
(3.95)

t−1
DF ∼ 12

G2m2nSΩK

v4
r

ln(1 + Λ2) (3.96)

となる。ここに nS は微惑星の面数密度を表わす。Coulomb対数は

Λ =
iav2

Gm
(3.97)

と定義されている。iは軌道傾斜角なので、iaがおおむね微惑星円盤の厚み程度の大きさ

である。

3.4.5 ガス抵抗による軌道要素の変化

微惑星段階になるとガス抵抗はあまりきかないが、長時間の進化を考えるときには重要

になる。微惑星は大きく、また円盤の音速に近い速度で運動している。このときの抵抗

則は
Ffric = 0.25πr2ρgv

2 (3.98)

となる。ここに r は微惑星の半径、v は微惑星の速度である。軌道要素が変化する時間ス

ケールは
tdis ∼ mv

Ffric
(3.99)

程度で与えられる [2]。
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3.4.6 微惑星の暴走成長

ここまでで微惑星の成長を議論するための物理過程の準備ができた。まず、質量m1 と

m2 の微惑星が存在したとき、その質量比がどのように変化するかを議論しよう。m1/m2

の時間変化は
d

dt

(
m1

m2

)
=

m1

m2

(
1

m1

dm1

dt
− 1

m2

dm2

dt

)
(3.100)

となる。したがって、1/m(dm/dt)が質量 mの増加函数であれば質量比 m1/m2 は増加

する。したがって、初期に少し重かった微惑星の成長が卓越することになる。これを暴走

成長という。一方、1/m(dm/dt)が質量 mの減少函数であれば微惑星同士の質量差は小

さくなり、同じような大きさを保ったまま微惑星は成長していく。これを秩序的成長と

いう。

では、1/m(dm/dt)の質量に対する依存性を調べよう。この式の形はすでに (3.84)で

示されている。少し書き直すと

1
M

dM

dt
=

[
1 +

v2
esc,M

v2
r,m

]
Σdπ

ρ
2
3
matM

1
3

ΩK (3.101)

となる。ここで、注目する微惑星の質量をM と大文字で表わし、フィールドの微惑星の

質量をmと小文字で表わした。ρmat は微惑星を作る物質の密度であり、質量には依存し

ないとする。微惑星M の成長時間 tgrow,M は

t−1
grow,M =

1
M

dM

dt
(3.102)

と与えられる。

暴走成長の起こる条件を調べよう。これには、vr,m、vr,M、vescM の関係が重要である。

まず、vr,m & vesc,M の場合を考える。このとき

1 +
v2

esc,M

v2
r,m

∼ 1 (3.103)

であるので、
1
M

dM

dt
∝ M− 1

3 (3.104)

となり、秩序的成長となる。
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一方、vr,m . vesc,M の場合、

1 +
v2

esc,M

v2
r,m

∼
v2

esc,M

v2
r,m

(3.105)

となる。

v2
esc,M ∝ M

R
∝ M

2
3 (3.106)

であるので、
1
M

dM

dt
∝ v−2

r,mM
1
3 (3.107)

となる。すぐ後で見るように vr,m はM に依存しないので、この場合は暴走成長となる。

いったん暴走成長が始まると、成長した微惑星M によるフィールドの微惑星の重力的な

引きつけがさらに強くなり (Θが大きくなる)、さらにM は成長していく。

暴走成長が起こる条件は vr,m . vesc,M であることがわかった。そこで、vr,m を見積も

ろう。vr,m を増加させるのは viscous stirring であり、その成長時間は式 (3.95) で与え

られている。Coulomb対数 (3.97)は小さな微惑星の半径を r、円盤のスケールハイトを

H として

Λ ∼ H

r

v2
r,m

v2
esc,m

(3.108)

で与えられる。明らかにH À rであるので、vr,m ∼ vesc,mの範囲を考えていれば Λ À 1

である。キロメートル程度のダストを考えると、Λ ∼ 103 程度であろう。したがって、

viscous stirringによる離心率増加の時間スケールは

t−1
V S,m ∼ 20 − 40 ×

(
vesc,m

vr,m

)4 Σdr
2

m
ΩK (3.109)

と見積もられる。

等質量の粒子からなる系では力学的摩擦はきかないので、vr,m を減少させる要因はガ

ス摩擦である。摩擦の時間スケールを見積もると式 (3.99)より

t−1
dis ∼ 10 ×

(
H

HMMSN

)−1 (
Σg/Σd

100

)(
m

1023g

) 1
3

(
vr,m

vesc,m

)
Σdr

2

m
ΩK (3.110)

となる。ただし、HMMSN は最小質量円盤のスケールハイトを表わし、ρg ∼ Σg/H、

ρmat ∼ 1g cm−3 を用いた。

平衡状態の vr,m は tV S と tdis の釣り合いによって決まるので、

vr,m ∼ 1 ×
(

H

HMMSN

) 1
5

(
Σg/Σd

100

)− 1
5

(
m

1023g

)− 1
15

vesc,m (3.111)
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となる。ゆえに、m ∼ 1023g 程度になれば vr,m . vesc,m < vesc,M となり、暴走成長が

起こりうる。このときの微惑星の大きさは 100km程度である。

暴走成長が起こるためにはもう一つ条件がある。これは vr,m > vr,M となることであ

る。なぜならば、vr,m < vr,M とすると、微惑星の成長の方程式 (3.101)においてランダ

ム速度は微惑星M のものを入れなければならない。vr,M ∝ vesc,M であると考えると、

1/M(dM/dt) ∝ M−1/3 となる。式 (3.111)を用いても 1/M(dM/dt) ∝ M−1/5 となり、

どちらにしても秩序的成長になる。

実際には重い微惑星には力学的摩擦が効果的にきいてランダム運動が抑えられるので

vr,m < vr,M となりうる。式 (3.93) で m1 À m2 とする。もし e1 À e2 であったとし

ても
de2

1

dt
∼ m2

m1

[
m2

m1

e2
1

tV S
− e2

1

tDF

]
(3.112)

となるので、力学摩擦の項が強くきいて e1 は減衰する。やがて m1e
2
1 ∼ m2e

2
2 が成立す

ると力学的摩擦はきかなくなって、減少はとまる。この結果、質量の大きな粒子の離心率

が小さく、ランダム運動も小さいという状況が達成される [86]。

3.4.7 暴走成長から寡占成長への移行

暴走成長によって少数の微惑星が成長していくと、やがて成長した微惑星の重力の効果

が無視できなくなる。ここでは、違いをはっきりさせるために暴走成長を経験した微惑星

を原始惑星と呼び、暴走成長しなかったものを微惑星と呼ぶ。

原始惑星の形成される前は、系のランダム速度 vr,m を決めるのは微惑星の重力であっ

た。しかし、暴走成長が進んで原始惑星が形成されると、原始惑星の重力によるランダム

速度が重要になる。原始惑星の重力による viscous stirring の時間スケールと微惑星の重

力による viscous stirringの時間スケールを比較すると、

tV S,m

tV S,M
∼ M2nS,M

m2nS,m
(3.113)

である。原始惑星の重力の効果が重要になるのは tV S,M < tV S,m のときなので、

M2nS,M > m2nS,m となるときである。結局、原始惑星と微惑星の面質量密度はそ

れぞれMnS,M、mnS,m なので、原始惑星の質量が円盤の総質量の大部分を占めるように

なる前に原始惑星の重力の効果はきき始める。

暴走成長が終了したときの微惑星と原始惑星の質量比を見積もろう。円盤の質量は微惑

星が担っているのでmnS,m ∼ Σd である。後で見るように、原始惑星の間隔は ∼ frH 程
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度になることを用いると、

M

m
∼ mnS,m

MnS,M
∼ Σd

MnS,M
(3.114)

∼

10
(

M
1025g

)− 2
3 (

a
1AU

) 1
2

(
Σd

ΣMMSN
d

)(
f
10

)
30

(
M

1026g

)− 2
3 (

a
10AU

) 1
2

(
Σd

ΣMMSN
d

)(
f
10

) (3.115)

となる。したがって、原始惑星の質量が微惑星の質量の数十倍程度になると暴走成長は止

まる。

暴走成長が終わると、微惑星のランダム速度 vr,m は原始惑星の散乱による viscous

stirringの時間スケールと tV S,M ガス摩擦の時間スケール tdis のつりあいで決まり、その

結果
vr,m

vesc,M
∼ 0.3

(
ρg

ρMMSN
r

)− 1
5

(
m

1023g

) 1
15 ( a

1AU

)− 1
10

(3.116)

となる。vesc,M ∝ M1/3 であるので、このとき 1/M(dM/dt) ∝ M−1/3 となり、秩序成

長になる。ただし、ここで注意しておくべきなのは、秩序成長になるのは成長した原始惑

星同士の質量比を見たときだということである。ある原始惑星の近傍で見ればそこでは

vr,m は一定なので、やはり暴走成長している。原始惑星の重力を考えることによって、い

くつも原始惑星が入るような大きなスケールで見たときにランダム速度は vr,m ∝ vesc,M

となって空間的に非一様になり、原始惑星の暴走成長は止まる。結局、同程度の質量の少

量の原始惑星と、その周囲の多数の微惑星という構造がうまれることになる。局所的にみ

ると原始惑星は、周囲の微惑星をはき集めながら暴走成長している。この段階を寡占成長

という。

暴走成長は最後まで続かないので、直接は形成時間の短縮に関わらないが、暴走成長が

起こって二極化した質量分布が実現されると、式 (3.116) からわかるように重力による

引き付けの効果 Θ が数十程度まで上がる。したがって、原始惑星形成時間の見積もりは、

単純な秩序成長の見積もりよりも一桁程度短くなることが示唆される。さらに、最小質量

円盤よりもダストの量が多い円盤を考えれば形成時間はさらに短くなり、原始惑星形成に

より木星型惑星のコアの形成時間の問題はなんとか解決できる可能性がある。

3.4.8 暴走成長・寡占成長による原始惑星の分布

暴走成長が終了した後の原始惑星の分布はどうなるであろうか。原始惑星同士の重力相

互作用によって原始惑星の重力散乱が起こると、原始惑星のランダム運動が増加する。こ
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のとき、Jacobi積分は保存するので原始惑星の間隔は増加する。ところが、原始惑星の周

りに多数の微惑星が存在するので力学摩擦が働き、原始惑星のランダム速度はすぐになら

されてしまう。結局、原始惑星間の重力相互作用は原始惑星の間隔を広げることになる。

この現象を軌道反発という。

原始惑星同士の相互作用は互いの距離が原始惑星の Hill 半径よりも離れると弱くなる

ので、軌道反発によって原始惑星の間隔は ∼ rH 程度になると考えられる。数値計算によ

ると、∼ 10rH 程度になる [45]。図 3.4に数値計算の結果を示した。

微惑星の離心率は大きいのでいつかは原始惑星と軌道交差を起こし、原始惑星と合体す

るであろう。そこで、最終的原始惑星はその周囲の frH の範囲内にある微惑星を取り込

んでしまうと考えると、原始惑星の分布はどのようになるだろうか。原始惑星の質量が増

加すると Hill半径も増加するが、Hill半径は原始惑星の質量M にたいし rH ∝ M1/3 の

関係があるので、いつかは Hill 半径の増加で新たに微惑星を獲得できなくなる質量があ

る。これが形成される原始惑星の質量だと考えられる。軌道半径 a にある原始惑星に幅

frH の中の微惑星が集積したとすると、できる原始惑星の質量M は

M ∼ Σd2πafrH (3.117)

である。ただし、原始惑星の Hill 半径は円盤のスケールハイトよりも大きいとした。こ

の仮定は、M を見積もれば正しいことがわかる。できる原始惑星の質量の値は

M ∼

0.05
(

Σd

ΣMMSN
d

) 3
2 (

a
1AU

) 3
4

(
f
10

) 3
2

M⊕

2
(

Σd

ΣMMSN
d

) 3
2 (

a
10AU

) 3
4

(
f
10

) 3
2

M⊕

(3.118)

と見積もられる。上は snow lineの内側、下は snow lineの外側である。また、原始惑星

の間隔 ∆a ∼ frH は

∆a ∼

0.04
(

Σd

ΣMMSN
d

) 1
2 (

a
1AU

) 5
4

(
f
10

) 3
2

AU

1.3
(

Σd

ΣMMSN
d

) 1
2 (

a
10AU

) 5
4

(
f
10

) 3
2

AU
(3.119)

となる。したがって、1AU 付近では地球質量の 1/10 程度の原始惑星が数十個形成さ

れる。

3.4.9 原始惑星の集積による地球型惑星の形成

微惑星の集積によって地球軌道付近では地球質量の 1/10程度の原始惑星が数十個形成

されることがわかった。ここから現在の惑星を形成するには原始惑星同士の集積が必要で
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図 3.4 微惑星から原始惑星への成長の N 体シミュレーション。Kokubo and Ida

の論文より引用 [45]。点が粒子を表わし、横軸が軌道長半径、縦軸が軌道離心率を

表わす。上から下のグラフに向かって進化が進んでいる。最終的に軌道離心率の低

い少数の原始惑星が 10rH 程度の間隔を保って存在している。一番下のグラフの大

きな黒い点が原始惑星を表わし、棒は片側 5rH の長さを表わしている。

ある。しかし、単純に考えると原始惑星どうしは軌道反発をするので軌道交差が起こらな

い。この過程はまだよくわかっていないところが多く、現在研究が進められている。例え

ば、多数回の N体計算をもとにした統計的な議論によって、初期の原始惑星の面密度が大

きいとより少数の大きな惑星が形成されうる可能性が指摘されている [46]。また、ガスの

効果を実効的な外力として入れる N体計算によって惑星を形成できる可能性も指摘され
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ている [61]。この場合は、ガス乱流のランダム力による軌道離心率の増加によって軌道

交差が起こりやすくなる。

3.4.10 原始惑星移動

ここまで、原始惑星系円盤に存在するガスの効果はあまり取り入れられてこなかった。

ガスが登場したのは摩擦力によって tdis を見積もったところだけである。しかし、原始惑

星の進化を考える上ではガスの効果は重要になりうる。なぜならば、原始惑星は周囲のガ

スと重力的に相互作用することで原始惑星の軌道要素が変化しうるからである。特に、軌

道半径の変化が起こり、原始惑星は円盤内を動径方向に移動する。これを原始惑星移動と

いう。原始惑星移動の結果、原始惑星は短い時間スケールで中心星に落下していくことが

示唆されている。これは原始惑星落下問題と呼ばれ、惑星系形成論における大問題として

現在も未解決である。原始惑星移動についての詳しい議論は 4 章で行う。本論文の主題

は、原始惑星移動に対する磁場の影響を議論し、原始惑星落下問題の解決の可能性を探る

ことである。

3.5 木星型惑星のガス捕獲

原始惑星が形成されると、木星型惑星の領域では原始惑星が周囲のガスを捕獲し、ガス

惑星が形成される。この過程を議論しよう。

3.5.1 惑星が大気を持つ条件

まずは、惑星が大気を持つ条件を求めよう。これは、ガスの音速程度でランダムに動き

回る粒子を惑星の重力によって取り込むことができるかという条件で決まる。脱出速度が

音速になる半径は Bondi半径と呼ばれ、

rB =
GMp

cs

2

∼ 4 × 105

(
Mp

M⊕

) ( µ

2.34

) (
T

300K

)−1

km (3.120)

である。Bondi半径が惑星の半径より大きいことが大気を持つ条件である。惑星の半径は

rp ∼ (Mp/ρmat)1/3 なので

Mp > 0.01M⊕

( µ

2.34

)− 3
2

(
T

300K

) 3
2

(
ρmat

1g cm−3

)− 1
2

(3.121)
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が惑星が大気を持てる条件である。原始惑星や木星コアなどは大気を持つことが可能で

ある。

3.5.2 限界コア質量

コアが大気を獲得し、平衡状態になったとしよう。このときの大気の構造を調べる [57]。

球対称性を仮定する。大気の密度を ρ、温度を T、圧力を pとする。静水圧平衡の式は

dp

dr
= −GM(r)

r2
ρ(r) (3.122)

ここで、M(r)は半径 r より内側にある大気の質量とコアの質量の和である。放射平衡を

表わす式は
16σSBT (r)3

3κρ(r)
dT

dr
= −L(r)

4πr2
(3.123)

である。ここに κは大気の質量吸収係数、L(r)は半径 r での光度を表わす。L(r)を生み

出す熱源はコアまで落下した微惑星の重力エネルギーの解放である。微惑星は必ずコア表

面まで落下したとすれば Lは r によらなくなり、

L =
GMcoreṀcore

rcore
(3.124)

とかける。ここにMcore はコア質量、rcore はコア半径、Ṁcore はコアへの微惑星の質量

降着率である。大気は理想気体であるとすれば状態方程式は

p(r) =
ρkBT

µmH
(3.125)

である。

式 (3.122)と (3.123)の境界条件は、惑星の Hill半径で大気の外縁がガス円盤と連続的

につながっていてコアと大気を合わせた全質量がMt となっていることと、コアの表面で

M(r)が連続的に変化していることである。惑星の Hill半径の外側にある大気は惑星にと

らわれないから Hill半径で境界条件を与える。式で書くと、r = rH で

ρ = ρ0 T = T0 M(r) = Mt (3.126)

Mt、ρ0、T0 を Hill半径で与えて式 (3.122)と (3.123)を内向きに解き、ρ(r)があらか

じめ与えた ρcore となったところがコア半径であり、コアの質量もここからわかる。
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簡単なオーダー計算で解の振る舞いを見てみよう。大気の質量がコアの質量に比べて十

分小さいとし、温度や圧力は円盤ガスの温度や圧力よりも十分大きいとする。静水圧平衡

の式と状態方程式より

T (r) ∼ µmH

kB

GM

r
(3.127)

となる。放射平衡の式を用いると ρ(r)が

ρ(r) ∼ σSB

κL

(
µmH

kB
GM

)4 1
r3

(3.128)

となる。よって大気質量Matm は

Matm =
∫

rcore

rHdr4πr2ρ(r) (3.129)

∼ σSB

κL

(
µmH

kB
GM

)
ln

rH

rcore
(3.130)

と見積もられる。ここで、M = Matm + Mcore ∼ Mcore と見積もってM を積分の外に

出した。L ∼ GṀcoreρ
1/3
matM

2/3
core であったから結局

Matm ∼ β(Matm + Mcore)4M
− 2

3
atm (3.131)

とかける。ここに

β =
σSB

κṀcoreρ
1
3
mat

(
µmH

kB

)4

G3 ln
rH

rcore
(3.132)

とした。β の値を見積もると

β ∼ 5×10−71

(
κ

1cm2g−1

)−1 (
ρmat

1g cm−3

)− 1
3

(
tacc

106yr

)(
ln(rH/rcore)

1

)
g−

7
3 (3.133)

となる。ここに tacc = M⊕/Ṁcore とおいた。

コア質量が増えたときに大気質量がどの程度変化するかを見積もるために

dMatm/dMcore を求めると

dMatm

dMcore
=

2
3β(Matm + Mcore)3M

− 2
3

core

(
5 − Matm

Mcore

)
1 − 4β(Matm + Mcore)3M

− 2
3

core

(3.134)

となる。Mcore ∼ M⊕ であれば dMatm/dMcore は正であり、コアの質量が増えると大気

の量は増加する。これは、コアが大きくなればコアの重力が強くなるためである。ところ
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が、Matm が増加していくと dMatm/dMcore は発散する。これは、大気が増えると大気

の自己重力の影響で重力収縮を開始するためだと解釈できる。この発散は静水圧平衡の式

などに出てくるM にMatm + Mcore を代入することで、大気の自己重力を考慮に入れた

結果出てきたものであることに注意しておく。

大気が重力収縮を開始して不安定になる時のコアの質量を限界コア質量と呼び、その

値は

Mcore,cr ∼ β− 3
7 ∼ 20M⊕

(
tacc

106yr

)− 3
7

(
κ

1cm2g−1

) 3
7

(3.135)

である。式 (3.122) と (3.123) を数値的に解いた結果は図 3.5 のようになり、限界コア

質量の値はおおむねこのオーダー計算で求められた質量と一致する。質量降着時間の見

積もりなどに不定性があるので、この議論では限界コア質量のだいたいのオーダーが見

積もられる。コア質量が限界コア質量を超えると、大気は平衡状態で存在できなくなり、

ガスはコアに落ち込む。ガスの重力的な収縮の過程は自由落下の時間スケールで進行す

るので十分短く、その結果、惑星大気の半径は Hill 半径より十分小さくなり、固体コア

の周りにガスをまとった木星のような構造が形成される。このガス惑星形成のモデルを

Mizuno-Nakazawa過程と呼ぶ。Mizuno-Nakazawa過程の重要な示唆はガス惑星の固体

コアの質量があまり惑星の軌道半径に依存しないことであるが、これは少なくとも太陽系

の観測事実に矛盾しない。

3.5.3 ガスの流入と限界質量

コアの質量が限界コア質量を超えるとコアへのガスの流入が起こる。ここではどの程度

の量のガスが流入するかを見積もり、木星型惑星の質量を見積もる。

まず、コアへのガスの流入のメカニズムを調べる。コアの重力がきくところではガスは

コアの重力に捕らえられてコアに流入する。惑星の重力圏の大きさは Hill 半径程度で与

えられるので、流入するガスの質量は Hill 圏内に存在するガスの量で決まる。惑星の軌

道半径を aとすると

MHill ∼

{
Σg

H × πr2
H × 2πa rH < H

Σg × 2rH × 2πa rH > H
(3.136)

である。rH > H のときは惑星の上下に流入できる円盤のガスが存在しないことに注意

しておく。コアにガスが流入するとコアの質量が増えて Hill 半径が増えるので、さらに

ガスが流入する。しかし、Hill半径は rH ∝ M1/3 なので、惑星の質量の増え方に対して
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図 3.5 静水圧平衡と放射平衡のもとでのコア質量と惑星の総質量の関係。Mizuno

et al. [57]より引用。横軸はコアと大気を合わせたガス惑星の全質量で、縦軸はコア

質量を表わす。異なる線は異なる質量吸収係数 κに対応する。コア質量を上げてい

くとあるところで惑星の質量は増加しなくなる。この点が限界コア質量であり、こ

れより重いコアに対しては平衡大気が存在できない。

ゆっくり増加する。そのため、やがて Hill 半径内のガスはすべて流入してしまう。その

ときの惑星の質量は、MHill = M とおけばよく、rH > H であれば、

M ∼ 2 × 10−4M¯

(
Σg

ΣM
g MSN

)( a

5AU

) 3
4

(3.137)

となる。

Hill半径の外にあるガスも、内側のガスが惑星に流入してしまうと、それにつられてコ

アに流れ込む。なぜならば、あるところで突然ガスがなくなったとすると、その縁のとこ

ろでは圧力勾配や粘性による拡散が起こるためである。この過程を考えて、最終的に惑星

がどの程度の質量になるかを見積もろう。

コアにガスが流入していくことによってガス密度の薄くなった惑星周囲の領域をギャッ

プと呼ぶ。ギャップが定常的に存在するようになると、惑星の周りにガスがなくなるので

質量の流入は止まる。そこで、ギャップの縁にあるガス粒子にかかる力を考えよう。ま

ず、ギャップは惑星の重力圏より大きいと考えてこのガス粒子にかかる惑星からの重力

を無視すると、ガス粒子にかかる力は圧力勾配力と遠心力とコリオリ力である。圧力勾

配力はギャップを埋める方向に働くが、ギャップを埋めようとしてガス粒子が動径方向

に動くと、遠心力とコリオリ力の効果によりガス粒子はエピサイクル振動しようとする。

51



そのため、この影響でガス流入は妨げられる。もしギャップが定常的に存在するとすれ

ば、ギャップの縁でこの二つの力がつりあっているはずである。ガス粒子の動径方向の変

位を ξ とおくと、エピサイクル振動による復元力は ∼ κ2ξ であり、圧力勾配による力は

1/ρ(dp/dr)である。したがって、ガスの流入が止まるための条件はギャップの幅 bgap が

bgap & H (3.138)

となることだとと見積もられる。ここで、dp/dr ∼ p/bgap、ξ ∼ bgap と見積もった。惑星

の Hill 半径内にあるガスはどちらにしても惑星の重力に捕らえられて流入してしまうと

考えられるので、bgap は少なくとも rH 程度はある。したがって、圧力勾配によるガスの

流入が抑えられる条件は
rH & H (3.139)

と書ける。惑星の質量の条件に直すと

M & 10−3M¯

(
H

HMMSN

)3 ( a

5AU

) 3
4

(3.140)

となる。

円盤ガスに粘性があると、粘性拡散によってギャップは埋められようとする。粘性によ

る角運動量の輸送のためにガス粒子が惑星に流入していくためである。粘性拡散によるガ

スの角運動量の変化率は動粘性係数を ν とすると

J̇vis ∼ νa2ΣgΩK (3.141)

である。

実際にはガス粒子には惑星からの重力もかかっている。このため、ガス粒子は惑星に

よって散乱されて角運動量をやり取りし、その結果惑星の外側にあるガス粒子はより外側

に、惑星の内側にあるガス粒子はより内側に移動しようとする。この結果、ギャップは拡

がろうとし、粘性拡散によるガスの流入を妨げる。これは、ガスと惑星の相互作用であ

り、 4章で詳しく議論する。ここでは、結果だけを示しておく。ガス粒子と惑星が相互作

用する結果、角運動量の変化率は

J̇tidal ∼ Σga
4Ω2

K

(
M

M¯

)2 (
a

bgap

)3

(3.142)

となる。

そこで、粘性による拡散と惑星からの跳ね飛ばしがつりあうとギャップが定常に存在

し、惑星へのガスの流入は止まる。このときのギャップ幅は J̇vis = J̇tidal でさだまり、α
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粘性 ν = αH2ΩK を仮定すると

bgap ∼ α− 1
3

( a

H

) 2
3

(
M

M¯

) 2
3

a (3.143)

となる。ガスの流入が止まる条件は、このギャップの大きさが Hill 半径より大きいこと

である。この条件は

M & α

(
H

a

)2

M¯ (3.144)

と書ける。

条件 (3.140)と (3.144)が同時に満たされていないと、圧力勾配ないし粘性拡散がきい

て惑星へのガスの流入は止まらない。原始惑星系円盤は薄く、また乱流が起こっていたと

しても αは 1までは行かないので、大体の場合において式 (3.144)は満たされているだろ

う。そこで、限界コア質量に達したコアはガス捕獲を開始し、最終的に 10−3M¯ 程度に

まで成長するものと考えられる。これは、現在の木星の質量を説明する。

3.5.4 天王星・海王星の質量

コアが限界コア質量に達し、その後ガスを捕獲したとするというモデルでは木星の質量

は説明できるが、土星の質量はこれより少し小さく、天王星や海王星の質量はこの見積も

りずっと小さい。この解釈としては、遠方ほどコアの形成に時間がかかるので、コアが限

界コア質量に達する前に円盤ガスが散逸してしまったという可能性がある。特に、土星の

質量は上に述べたガス捕獲のモデルではちょうどぎりぎりの質量である。そこで、土星の

コアが限界質量に達したころに円盤ガスの散逸が顕著になったとするとつじつまが合う。

しかし、原始惑星系円盤のガス散逸は、観測的に 107 年程度との示唆があるものの、その

機構はわかっていないところが多い。今後、系外惑星の観測を参考にしつつ、現実的なモ

デルを作っていくことが必要であろう。
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第 4章

原始惑星落下問題

従来のコア集積模型はダストや微惑星・原始惑星は動径方向には移動しないと仮定して

いる。しかし、現実にはガスとの相互作用によってダスト成分は常に動径方向に移動する

可能性がある。そこからダストの落下問題が生じたことはすでに述べたとおりである。原

始惑星移動も、ダストの落下とメカニズムは違うとはいえ、原始惑星の動径方向の移動で

あり、これが惑星系形成論における大きな問題を引き起こす。本章では、原始惑星移動の

メカニズムを議論したうえで、従来の惑星系形成論においてなぜ問題となるのかを述べ

る。惑星移動にはいくつかの種類があるが、ここでは特に惑星の質量が軽い場合に適用で

きる Type I惑星移動を重点的に議論する。

4.1 Type I惑星移動

惑星移動にはいくつかの種類がある。まずは、原始惑星がガス円盤の質量に比べて十

分に小さいときにおきる Type I惑星移動を紹介する。原始惑星の質量は中心星の質量の

10−5 倍程度で、惑星の周囲にギャップができない場合を考える。

4.1.1 Goldreichと Tremaineによる定式化

惑星移動の問題を考えるときに重要なのは、ガスと惑星の重力的な相互作用に伴う惑星

の軌道要素の変化である。特に、惑星の軌道長半径の変化に注目する。これを求めるため

に必要なのは、惑星に対しガスがどの程度のトルクをかけるかの見積もりである。

本節では、Goldreich and Tremaine [34]の方法をもとに、厚み方向に平均した二次元

的な円盤におけるトルクの公式を導こう。ここで二次元的というのは、厚み方向のガスの
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物理量の変化を考えないという意味である。以後、円盤面のみの物理量を考慮するときは

二次元的取り扱いと呼び、厚み方向の変化を考慮するときは三次元的取り扱いと呼ぶこと

にする。Goldreich and Tremaineのもともとの導出では円盤の自己重力まで考慮された

定式化になっているが、ここでは自己重力は無視する。円盤に粘性や自己重力などがか

かっていてもトルク公式は影響を受けないことはMeyer-Vernet and Sicardy [55]によっ

て調べられている。この点については後で詳しく議論する。

中心星を原点に取る円柱座標 (r, φ, z)をとる。z 方向にはすべての物理量を平均すると

すれば、円盤ガスを記述する基礎方程式は次の連続の式と運動方程式である。

∂Σ
∂t

+ ∇ · (Σv) = 0 (4.1)

∂v
∂t

+ v · ∇v = −∇η −∇ψ + Fext (4.2)

ここに、Σは円盤の面密度、vは円盤ガスの速度場、η はエンタルピー、ψ は摂動源であ

るところの惑星の作る重力ポテンシャルをあらわす。また Fext は中心星の重力などの外

部の力で、円盤の回転則を決める力である。状態方程式については摂動方程式を立てた段

階で述べる。バックグラウンドの円盤には惑星は存在せず、Fext と円盤のガス圧および

回転の遠心力がつりあってバックグラウンドが決まっている。そこに摂動源として惑星が

入ったものと考えよう。ここでは、問題を一般的にするために Fext の具体的な形は与え

ず、かわりにバックグラウンドのガス円盤の回転則 Ω(r)を与えることにする。

物理量を Σ → Σ0 + δΣのようにバックグラウンドの量と摂動量にわけ、摂動の一次ま

で展開する。このとき摂動の方程式は

∂δΣ
∂t

+ ∇ · (Σ0δv) + ∇ · (δΣv0) = 0 (4.3)

∂δv
∂t

+ (v0 · ∇)δv + (δv · ∇)v0 = −∇(δη + ψ) (4.4)

となる。これに状態方程式を加えれば式は閉じる。状態方程式は簡単のため

δη = c2 δΣ
Σ0

(4.5)

を仮定しよう。

摂動を Fourier変換し、δΣ ∝ exp[−i(ωt − mφ)]のような依存性を持つと仮定しよう。

適当に Fourier変換の位相を調整することによって ψの Fourier係数は実に選ぶことがで

きる。ここで取り扱う現象は惑星の公転周期に比べて十分にゆっくりとした現象なので、
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惑星の軌道はほとんど変化せず、惑星の作るポテンシャルは惑星の公転の角速度で回転し

ていると考えてよい。このような状況を、ポテンシャルが剛体的に回転していると呼ぶこ

とにする。Fourier変換された各モードから見て惑星が剛体的に回転するという条件から

振動数を
ω = mΩp (4.6)

とおいてよい。ここに Ωp は惑星の回転角速度である。Fourier変換の式を具体的に書き

下せば、摂動ポテンシャルに関しては

ψ(t, r, φ) =
∑

ψ(r) cos(ωt − mφ) (4.7)

となり、摂動量については

δΣ(t, r, φ) = <
[∑

δΣ(r)e−i(ωt−mφ)
]

(4.8)

となる。以下では Fourier変換した量のみを扱うので、実空間での値と Fourier係数との

間で記号は区別していない。以後、必要な場合は変数を明示的に示して区別することに

する。

摂動を Fourier変換したうえで運動方程式 (4.4)を成分ごとに書き下すと、

i(mΩ − ω)δvr − 2Ωδvφ = − d

dr
(ψ + δη) (4.9)

2Bδvr + i(mΩ − ω)δvφ = − im

r
(ψ + δη) (4.10)

である。ここに B は Oortの B パラメタを表し、

B = Ω − A = Ω +
r

2
dΩ
dr

(4.11)

である。Aは Oortの A定数であり、

A = −r

2
dΩ
dr

(4.12)

と定義した。式 (4.9)および (4.10)を解くと

δvr = − i

D

[
(mΩ − ω)

d

dr
+

2mΩ
r

]
(ψ + δη) (4.13)

δvφ =
1
D

[
2B

d

dr
+

m

r
(mΩ − ω)

]
(ψ + δη) (4.14)
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となる。ここに D は
D = κ2 − (mΩ − ω)2 (4.15)

と定義した。κは
κ2 = 4BΩ (4.16)

で定義されるエピサイクリック振動数である。式 (4.13)および (4.14)を連続の式 (4.3)

に代入すれば密度揺らぎ (エンタルピー摂動)に関する方程式を得る。[
d2

dr2
+

(
d

dr
ln

(
rΣ
D

))
d

dr

+
2mΩ

r(mΩ − ω)

(
d

dr
ln

(
ΩΣ
D

))
− m2

r2

]
(ψ + δη) =

D

c2
δη (4.17)

これを解いて密度揺らぎがわかれば、惑星によって円盤ガスにかけられるトルクが計算

できる。円盤にかかるトルクは Appendixの公式より

T = −πm

∫
drrψ(r)=[δΣ(r)] (4.18)

である。

式 (4.17)は D(rL) = 0となる点 r = rL と ω = mΩ(rc) となる点 r = rc が特異であ

る。前者は Lindblad共鳴と呼ばれ、後者は共回転共鳴と呼ばれる。これらの点の周りが

トルクを計算する上で重要になる。Lindblad共鳴は共回転共鳴の内側と外側にそれぞれ

一つずつ存在することに注意しよう。ただし、円盤の内側とは中心星により近い側、外側

とは中心星からより離れた側を表わすものとする。

4.1.2 Lindlad共鳴と共回転共鳴にかかるトルクの公式

円盤上にかかるトルクを計算する上で重要なのは Lindblad共鳴と境界点共鳴付近での

波の振る舞いである。これらがなぜ重要になるかは後述することにして、まず本節では、

これらの共鳴点近傍で円盤にかかるトルクを計算する。

まず、Lindblad共鳴近傍を調べよう。取り扱いを簡単にするため、共回転点のまわり

での局所近似を行う。これは d/dr,m/r À 1/r とする近似で、摂動量に比べて円盤のス

ケールでゆっくり変化するバックグラウンドの量の変化を無視する近似である。ただし、

シアの効果だけは取り入れ、Oortの A定数はゼロにおかず、円盤の差動回転の効果は変

化の一次まで考慮する。局所近似を行うと、円柱座標の曲率の効果が無視され、惑星の内

側と外側が完全に対称になってしまうことに注意しよう。後でわかるように、この場合、
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惑星の内側の円盤から受けるトルクと外側の円盤から受けるトルクは絶対値が等しく符号

が逆になる。したがって、惑星の内側と外側からかかるトルクは厳密にキャンセルし、惑

星移動は起こらないことになる。しかし、これでも円盤の片側からかかるトルクは計算で

きるので、第一歩として局所近似のもとでの性質を調べることは重要である。ここからど

のようにして惑星の内側と外側の非対称性を取り入れるかは後で述べる。

さらに式の取り扱いを簡単にするために tight-winding 近似 (WKB 近似) と薄い円盤

の近似を行おう。tight-winding近似は

d

dr
À m

r
(4.19)

薄い円盤の近似は
c

rΩ
¿ 1 (4.20)

とする近似である。原始惑星系円盤では薄い円盤の近似は成り立っていると考えてよい。

tight-winding近似の適用範囲については後の節で触れるが、近似がコンシステントであ

るためには、
m

c

rΩ
¿ 1 (4.21)

でなければならないことが後にわかる。そこで、以下の議論ではこの条件の成立する m

のモードのみを考えていくことにする。

Lindblad共鳴 D = 0付近を調べるために、方程式をこの点のまわりで展開しよう。動

径座標を x = (r − rL)/rL にとる。tight-winding近似と薄い円盤の近似のもと、展開の

はじめの項だけとれば式 (4.13)と式 (4.14)は

δvr = − iκ

|D|rLx

[
Ψ +

d

dx
δη

]
(4.22)

δvφ = isgnD κ

2Ω
δvr (4.23)

である。ここに

D =
(

r
dD

dr

)
r=rL

(4.24)

Ψ =
[
r
dψ

dr
− 2mΩ

ω − mΩ
ψ

]
r=rL

(4.25)

である。連続の式 (4.3)より

δΣ =
mΣ

r(ω − mΩ)
δvφ − i

Σ
ω − mΩ

d

dr
δvr (4.26)
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であるので、トルクの公式 (4.18)を式 (4.22)、 (4.23)、 (4.26)を用いて書き直せば

T = πm sgn(D)
Σ
κ

rLΨ
∫

dx<(δvr) (4.27)

となる。

<δvr =
κ

|D|rLx
= d

dx
δη (4.28)

であるから、δη が求まればトルクは求められる。

δη の方程式は式 (4.17)で求まっている。これを Lindblad 共鳴の周りで展開すると、[
d2

dx2
− 1

x

d

dx
+

(
2mΩ

ω − mΩ

)
rL

1
x
− m2 − Dr2

L

c2
x

]
δη =

Ψ
x

(4.29)

となる。tight-winding近似および薄い円盤の近似を行おう。今、D ∼ 0となる点の近傍

を考えているので、tight-winding近似をしても単純に一階微分の項は落とせないことに

注意しよう。しかし、 (4.29)で左辺第四項は第一項に比べて無視することができる。ま

た、左辺第三項は 1/xの発散を含むが、左辺第二項の (1/x)(d/dx)に比べて無視するこ

とができる。左辺第五項は薄い円盤の近似をしているので残す。その結果、[
d2

dx2
− 1

x

d

dx
− βx

]
δη =

1
x

Ψ (4.30)

を得る。ここに

β = D r2
L

c2
(4.31)

とおいた。β の符号は、
sgnβ = ±1 (4.32)

である。複号は上が惑星の内側の Lindblad共鳴、下が外側の Lindblad共鳴を表すもの

とする。式 (4.30) の境界条件は、Lindblad共鳴より惑星側の減衰領域では波が減衰し、

Lindblad共鳴から惑星と逆の側の伝播領域では惑星から離れる方向の波がたつことであ

る。この境界条件を満たす解は

δη = πsgnβ
Ψ

|β| 13
[Gi′(z) ∓ iAi′(z)] (4.33)

である。(この解の導出については、磁場を入れた時の議論で述べる。)ここで、解の引数

の z は
x = ±|β|− 1

3 z (4.34)
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と定義した。Ai(z)は Airy函数であり、微分方程式

d2

dz2
Ai(z) − zAi(z) = 0 (4.35)

を満たす。また、Gi(z)は微分方程式

d2

dz2
Gi(z) − zGi(z) = − 1

π
(4.36)

を満たす。

式 (4.27)および (4.28)より、求めるトルクの表式は

T = −π2Σm
1
D

Ψ2 (4.37)

である。これが、Goldreich and Tremaine [34]によって導かれた Lindblad共鳴におけ

るトルクの公式である。

次に、共回転共鳴を考えよう。共回転点の近傍で動径座標を x = (r − rc)/rc と変換し、

x = 0 の周りで方程式を展開する。tight-winding 近似によって d2/dx2 À d/dx とする

と (4.17)は [
d2

dx2
+

p

x
− q2

]
δη = − p

x
ψ(rc) (4.38)

となる。ここに

p =
[

2Ω
dΩ/dr

d

dr
ln

ΣΩ
D

]
r=rc

(4.39)

q =
(κr

c

)
r=rc

(4.40)

と定義した。p と q のオーダーを比較すると、p ∼ m ¿ q ∼ rΩ/c であるので、

q−1 ¿ x ¿ 1の範囲を考えていれば左辺の第二項は第三項に比べて無視できる。共回転

点の周りは波が伝播しない領域なので、共回転点の両側で δη → 0となるという境界条件

で式 (4.38)を解けば

δη =
p

2q
ψ(rc)

[
eqx

∫ ∞

x

dt

t + iε
e−qt + e−qx

∫ x

−∞

dt

t + iε
eqt

]
(4.41)

となる。ここで、分母の t = 0 での発散は小さな正の定数 ε > 0 を導入することで回避

した。この正当性は粘性を考えれば説明できる。まず、粘性があると振動数が実効的に
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ω → ω + iγ と虚部を持つことを示す。γ > 0は正の定数である。粘性 ν が働いていると

き、もとの方程式の時間微分に粘性項

∂

∂t
→ ∂

∂t
− ν

∂2

∂x2
(4.42)

が入る。いま、δη ∝ exp(−iωt + ikx)のように摂動量を Fourier変換しているので、上

の項は
iω → iω − νk2 = i(ω + iνk2) (4.43)

と振動数が虚部を持つことを示唆する。ν > 0 なので、振動数の虚部は正である。この

νk2 を改めて γ とおけばよい。γ と ε の関係は次のようにしてわかる。σ = ω − mΩ(r)

を共回転点の周りで展開すれば

ω − mΩ(r) ∼ +2mAx (4.44)

である。通常の円盤では A > 0であるので、ω に正の虚部が入るとき、x にも正の虚部

が入る。

式 (4.41) を計算し、qx À 1 の範囲を考えていることを使うと、積分指数函数の漸近

公式 ∫ ∞

x

et

t
dt ∼ ex

x
(4.45)

を用いて δη は
δη =

p

q2x
ψ(rc) − iπ

p

2q
e−|qx| (4.46)

となる。したがって、
=(δη) = −π

p

2q
e−|qx| (4.47)

であるから、共回転点にかかるトルクを式 (4.18)を用いて計算すれば

T =
π2m

2

[
ψ2

dΩ/dr

d

dr

Σ
B

]
rc

(4.48)

と求められる。式 (4.37) から求められる Lindblad 共鳴にかかるトルク TL と式 (4.48)

から求まる共回転点にかかるトルク Tc のオーダーを比べると、

TL

Tc
∼ m2 (4.49)

であるので、m À 1のモードでは Lindblad共鳴にかかるトルクのほうが強い。この傾向

は Korycansky and Pollack [48]によって後に行われた数値計算によっても確かめられて
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いる。Korycansky and Pollackは線型化した基礎方程式を数値的に計算することによっ

てトルクを計算した。その結果、共回転点にかかるトルクの大きさは Lindblad共鳴にか

かるトルクの大きさの数 10パーセント程度であることがわかった。また、すべてのmの

モードについて足しあげたトルクの大きさは、Lindblad共鳴だけで求めたトルクと共回

転共鳴まで含めたトルクの大きさの間で 2倍程度の誤差がある。したがって、原始惑星移

動の時間スケールを見積もるためのオーダー計算のためには、Lindblad共鳴にかかるト

ルクを計算しておけば十分である。

共回転点にかかるトルクの公式 (4.48)は、Tanaka et al. [76]によってより正しい式に

修正されたことをコメントしておく。Goldreich and Tremaine の公式を見ると、Tc は

ψ2 に比例するので、共回転点における惑星重力ポテンシャルの値に強く依存しているよ

うに見える。しかし、Korykansky and Pollackの数値計算ではそのような傾向は見えて

いなかった。これは、実際には音速の効果の修正が入るためである。Tanaka et al.はこ

の分を考慮し、式 (4.17)を共回転点の周りで

d2

dx2
(ψ + δη) +

p

x
(ψ + δη) = 0 (4.50)

と近似し、共回転共鳴におけるトルク公式を次のように修正した。

T =
π2m

2

[
|δη + ψ|2

dΩ/dr

(
d

dr

Σ
B

)]
r=rc

(4.51)

この結果は Korycansky and Pollackの数値計算とよく一致することがわかっている。

4.1.3 円盤上の波の伝播と角運動量フラックス

円盤上にトルクがどのようにしてかかるかを理解するために、円盤上にどのような波

が励起されているかを調べよう。とくに、Lindblad共鳴の理解のためには円盤の上の波

の伝播が本質的である。まず、tight-winding近似 (WKB近似)のもとで円盤上の波の性

質を調べよう。tight-winding近似は、摂動の動径方向の波長が十分に短いとする近似で

あった。また、薄い円盤の近似 c/rΩ ¿ 1 も仮定する。円盤上の波の性質を調べるため

に、惑星は存在しないとする。このとき、波の方程式 (4.17)は共鳴点以外では[
d2

dr2
− D

c2

]
δη = 0 (4.52)

と近似される。これはちょうど Schroedinger 型の方程式であり、D < 0 の領域では波

が伝播し、D > 0の領域では波が伝播しない。したがって、Lindblad共鳴にはさまれた
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図 4.1 m = 10 における D(x) の概形。共回転点を rp として、横軸は x =

(r − rp)/rp、縦軸は D(x) である。円盤が Kepler 回転していると仮定すると、共

回転点の近傍では D(x) ∼ 1 − (9/4)m2x2 と書ける。

領域では波は伝播せず、Lindblad共鳴の外側では波が伝播する。D の概形を図 4.1に示

した。

波の伝播領域と減衰領域が出てくることは、物理的には次のように理解できる。まず、

式 (4.52)は円盤を伝わる波の方程式と解釈できるので、d/dr → ikr とすると分散関係

(ω − mΩ)2 = c2k2
r + κ2 (4.53)

を得る。これは、r 方向に伝わる音波の部分とエピサイクリック振動の部分からなってお

り、円盤中の流体粒子に変位を加えたとき、流体粒子にはコリオリ力が起源となるような

エピサイクリック振動をしようとする力と、圧力に起因する反発力が働くことを示してい

る。圧力に起因する反発力は音波をたて、波を動径方向に伝えようとする。今、振動数は

惑星が決めているので、円盤の上を動径方向に波が伝わることができるかどうかは、その

振動数に対応するような動径方向に伝わる音波が存在できるかどうかで決まる。一定の振

動数を与えるということは、流体粒子にかかる力の総和を与えていることに対応する。エ

ピサイクリック振動数は決まった値であり、したがってエピサイクリック振動には常に一

定の力が使われるので、与える力が小さいと音波を動径方向に伝えるための反発力が足り

ず、音波は動径方向に伝わることはできない。振動数は共回転点でゼロであり、惑星から
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離れるにしたがって上がっていくので、共回転点の周囲に動径方向に波の伝わらない領域

ができる。

波の伝播領域では内向きの波と外向きの波 (leading の波と trailing の波) が存在する

が、Goldreich and Tremaine [33]は円盤の上にたつ波の運動を局所近似を用いて調べる

ことによって、tight-winding近似の範囲内では、惑星の外側の円盤の無限遠方から入射

された内向きの波は外側の Lindblad共鳴で完全反射され、外向きの波となって出て行く

ことを示した。外向きの波は円盤を伝播するうちにいつか散逸するであろう。また、円盤

の内側から入射された外向きの波についても、内側の Lindblad 共鳴で完全反射される。

tight-winding近似が成立しない範囲では完全反射は起こらず、波が共回転共鳴周囲の波

の伝播しない領域を透過するようになる。量子力学との対応で言うと、tight-winding近

似の成立しない m の大きなモードでは D によって決まる共回転点近傍のポテンシャル

のバリアが薄く、トンネル効果を考慮に入れる必要がある、ということである。ただし、

tight-winding近似の成立しない場合はそもそも式 (4.52)が使えない。この場合は、m/r

を kr に比較して無視することができなくなるので、円盤を方位角方向に伝わる音波の影

響が表われてくる。mの大きな場合も使える定式化は Artymowiczによってなされてお

り [3]、本論文でも後述する。

円盤に励起された波は角運動量を運ぶ。波による角運動量の輸送と円盤にかかるトルク

の間には密接な関係がある。原始惑星の軌道半径の変化を問題にするとき、問題になるの

は角運動量の z 成分である。ガス粒子の移流によって円盤内の半径 r の円環を単位時間

当たりに通り抜ける角運動量フラックス FA は次のように計算される。

FA = r2Σ
∫ 2π

0

dφvr(t, r, φ)vφ(t, r, φ) (4.54)

ここで、vr と vφ は実空間での値である。摂動の Fourier 変換の式を代入し、式 (4.13)

と (4.14)を用いれば、一つのmのモードの波が運ぶ角運動量フラックスは

FA =
πmrΣ

D

[
=(δη)< d

dr
(ψ + δη) −<(ψ + δη)= d

dr
(δη)

]
(4.55)

となる。ここで、δη 等は Fourier変換した各モードの値である。

tight-winding近似のもと、惑星がない場合の波の方程式は式 (4.52) で与えられる。惑

星がある場合は、形式的に [
d2

dr2
+ V (r)

]
(δη + ψ) = S(r) (4.56)

と書ける。V (r)は円盤上の波の伝播の性質を表わす実函数であり、S(r)は惑星によって

円盤上に与えられる密度揺らぎの生成を表わす実函数である。ψ も実であることに注意す
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ると、ここから、角運動量フラックスに関して

dFA

dr
∝ S(r)=(δη) (4.57)

がわかる。もし S(r)がなければ dF/dr = 0であるので、ある半径に注目したとき波がそ

こに運び込む角運動量と波がそこから運び去る角運動量は等しい。これは波の運ぶ角運動

量の保存を表わしている。また、S(r)=(δη)があると、それに対応して角運動量がその半

径で生成されることがわかる。この意味で S(r)=(δη) は角運動量のソースということが

できる。今の場合では、惑星の作る重力ポテンシャルがソースになっている。

惑星にかかるトルクを計算する上で、どのような点が重要になるのかを考える。第一

に、S(r)は惑星から離れると小さくなるので、角運動量の生成に重要なのは惑星の近傍で

ある。第二に、惑星の近傍であっても、波の伝播領域においてWKB近似が成立して、円

盤の半径ごとに δη が激しく振動していると、円盤の各半径で波に与えられるトルクの正

負は激しく振動し、結局平均的に波に与えられる各運動量はゼロになる。WKB近似が成

立しているのはポテンシャルがゆっくり変化している領域である。第三に、S(r) があっ

ても =(δη) = 0 ならば角運動量の生成はない。したがって、角運動量の生成があるため

には δη の位相と S の位相がずれていなければならない。

第三の条件をもう少し詳しく議論しよう。波の減衰領域に注目する。まず、波の減衰領

域における、式 (4.56)の斉次解に注目する。斉次解の変化スケールがポテンシャル V の

変化スケールに比べて十分短い領域を考える。斉次解の変化スケール λは

λ ∼ |V |− 1
2 (4.58)

であり、ポテンシャルの変化スケールは ((1/V )dV/dr)−1 なので斉次解の変化が十分速

い領域では ∣∣∣∣dV

dr

∣∣∣∣2 ¿ |V |3 (4.59)

が成立している。この条件が成立しているとき、式 (4.56)の特解として、S もゆっくり

変化しているとすれば、(δη + ψ) ∼ S/V を取れる。なぜならば、微分項は V や S がゆっ

くり変化しているという条件によって無視できるからである。実際の解はこの特解と斉次

解の重ねあわせであるが、斉次解は速く減衰してしまうので、実際には特解が実現されて

いると考えられるであろう。このとき、δη と S の位相はそろっており、トルクはかから

なくなる。

結局、波の減衰領域でも伝播領域でも、V や S がゆっくりと変化するような領域では

あまりトルクはかからないということが言える。
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Lindblad 共鳴では V (r) ∼ 0 となり、波の動径方向の波長が長くなっているので、

WKB近似がよくない。そこで、この点の近傍を調べることがトルクの解析において重要

になる。Lindblad共鳴は波の伝播領域と減衰領域の境界になっており、ここに入ってき

た波は完全反射されて出て行くので、ここで励起された波は惑星から離れる方向に進む。

そこで、Lindblad 共鳴を通じた円盤と惑星の間の相互作用の描像は以下のようになる。

まず、惑星は共鳴点で円盤にトルクをかけ、惑星から遠ざかる方向の波を励起する。その

波は角運動量を運び、いつか散逸し、円盤に角運動量を受け渡す。この角運動量はもとも

と惑星から来ていたので、惑星はその反作用を受ける。惑星の外側に立つ波を考える。波

は惑星の重力ポテンシャルによって励起されており、惑星は惑星の回転角速度で回転して

いるので、波はその点における円盤ガスの回転角速度よりも速く回転している。したがっ

て、この波は正 (+z 方向)の角運動量を持っている。一方、惑星の内側に立つ波は、惑星

の回転する速度が円盤ガスの回転速度よりも遅いので、負 (−z 方向)の角運動量を持つ。

したがって惑星は、内側に励起された波からは外向きに移動するような反作用を受け、外

側に励起された波からは内向きに移動するような反作用を受ける。全体のトルクはこの差

し引きで決まる。図 4.2には、惑星移動の概念図を載せた。この後、波が無限遠に運ぶ角

運動量フラックスと、さきに計算した Lindblad共鳴にかかるトルクが一致していること

を具体的に示す。

共回転共鳴では形式的には V と S が発散しており、WKB近似が悪くなっていること

は確かであるが、今のような描像では捉えきれない部分もある。それでも、共回転点の周

囲での角運動量フラックスと共回転点でのトルクが関係していることは以下に示す。

Lindblad共鳴で励起された波がどの程度の角運動量を運ぶかを調べよう。密度揺らぎ

は式 (4.33)で与えられるので、式 (4.55)に代入すれば

FA =
πmΣ

D

[
π2 Ψ2

|β| 13

(
1
π

Ai(z) + z(Gi′(z)Ai(z) − Ai′(z)Gi(z))
)

+

πsgn(β)Ψ
(

zψAi(z) − dψ

dx
Ai′(z)

)]
(4.60)

となる。Lindblad共鳴近傍では D ∼ Dxである。惑星の重力ポテンシャルは十分遠方で

消えることに注意して、惑星から遠ざかる極限 z → −∞で残る項を求める。Airy函数の

z → −∞漸近形
Ai′(z) ∼ − 1

π
1
2
|z| 14 cos

(
2
3
|z| 32 +

π

4

)
(4.61)

および

Gi′(z)Ai(z) − Ai′(z)Gi(z) ∼ 1
π

(4.62)
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に注意すると [1]、角運動量フラックスの漸近形は

FA ∼ π2mΣ
|D|

Ψ2 (4.63)

となる。これは Lindblad共鳴にかかるトルクを直接計算した式 (4.37)と一致しており、

Lindblad共鳴にかかったトルクが円盤上を伝わる波に受け渡され、惑星から離れた点ま

で運ばれることを示している。符号は、惑星の外側では +z 方向の角運動量が外向きに運

ばれ、惑星の内側では −z 方向の角運動量が内向きに運ばれるので、これで正しい符号に

なっている。

次に、共回転共鳴付近での角運動量フラックスを計算しよう。共回転点付近での

解 (4.46)を角運動量フラックスの式 (4.55)に代入し、c/rΩの最低次を取ると

FA ∼ −sgn(x)
π2m

4
1

dΩ/dr

(
d

dr

Σ
B

)
ψ2(rc)e−|qx| (4.64)

となる。したがって、|x| → ∞ に流れるフラックスは存在しない。これは、共回転点の

近傍では波が伝播できない領域となっていることに対応する。ところが、共回転点へのフ

ラックスの流れ込み

FA(−0) − FA(+0) =
π2m

2
1

dΩ/dr

(
d

dr

Σ
B

)
ψ2(rc) (4.65)

が存在する。これは共回転点にかかるトルクの表式 (4.48)と一致しており、共回転点に

かかるトルクは角運動量フラックスの不連続性を生んでいるということができる。この物

理的な理解はガスを粒子的に取り扱って、惑星近傍での流体粒子の運動を解析すると得ら

れるが、詳しくは後述する。ここでは、共回転点の近傍では小さくても粘性 εが効くこと

によってはじめて波形を計算することができ、したがって散逸が重要な役割を果たしてい

るということだけを指摘しておく。

4.1.4 Lindblad共鳴におけるトルクの公式の一般性

Goldreich and Tremaine [34] によって導かれた Lindblad 共鳴にかかるトルクの公

式 (4.37) は、tight-winding 近似が成立している範囲を考える限り非常に一般的であっ

て円盤上に働く物理の詳細に依存しないことがMeyer-Vernet and Sicardy [55]によって

示された。彼らは、トルクの公式は円盤の音速がゼロのときにさえトルクの公式は同じ

ものが導かれることを示し、円盤にかかる摩擦・自己重力・粘性・圧力の効果は、それら

が小さい限りトルクの公式に影響を与えないことを示した。本節ではこのことを議論し、

tight-winding近似の使える範囲などについても言及する。

67



planetplanet

図 4.2 Type I惑星移動の概念図。惑星が円盤に波をたて、その波が角運動量を運

ぶ。その反作用として惑星はトルクを受ける。Masset によるシミュレーションの

図 [53]を一部改変。
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この節では簡単のためバックグラウンドの円盤は Kepler回転を仮定する。ただし、こ

の仮定はあまり本質的ではない。まず、音速ゼロの場合を考える。連続の式と運動方程式

はそれぞれ
∂Σ
∂t

+ ∇ · (Σv) = 0 (4.66)(
∂

∂t
+ v · ∇

)
v = −∇(ψ∗ + ψ) (4.67)

である。ここに ψ∗ は中心星による重力ポテンシャル、ψ は惑星による摂動ポテンシャル

である。中心星の質量をM∗ とし、惑星の質量をMp とおく。円盤の自己重力や粘性は無

視した。

摂動量を Fourier 変換し δΣ ∝ exp[−i(ωt − mφ)] とする。定常な摂動を考えると、

ω = mΩp である。ここに、Ωp は惑星の回転角速度である。摂動の方程式を書き下すと、

連続の式は

−i(ω − mΩ)δΣ = −Σ
r

[
∂

∂t
(rδvr) + imδvφ

]
(4.68)

となる。運動方程式は、δvr、δvφ について解くと

δvr = − i

D

[
(mΩ − ω)

d

dr
+

2mΩ
r

]
ψ (4.69)

δvφ =
1
D

[
Ω
2

d

dr
+

m

r
(mΩ − ω)

]
ψ (4.70)

となる。ここでD = Ω2 − (ω −mΩ)2 である。Lindblad共鳴の位置 rL はD(rL) = 0で

与えられ、この位置は音速がゼロでない場合と変わらない。

Lindblad共鳴の近傍を考える。このとき、

δvr ∼ −i
Ω

|D|rLx
Ψ (4.71)

δvφ ∼ ± i

2
δvr (4.72)

と書ける。ここで、複号は上が惑星の内側の Lindblad共鳴を表わし、下が惑星の外側の

Lindblad共鳴を表わす。動径座標 xは x = (r − rL)/rL と定義し、それぞれの記号は

D =
(

r
dD

dr

)
r=rL

(4.73)

Ψ ∼
[
r
dψ

dr
± 2mψ

]
r=rL

(4.74)

69



と定義した。Lindblad共鳴の近傍では D ∼ Dxと近似できる。D の符号は sgnD = ±1

である。Lindblad 共鳴にかかるトルクは式 (4.18) から計算でき、連続の式 (4.68)

と (4.72)を用いると、

T = ±πmΣ
Ψ
Ω
<

∫
drδvr (4.75)

である。ここで、この式の導出には連続の式と Lindblad共鳴での δvr と δvφ しか用いて

おらず、運動方程式の具体的な形は用いていないことに注意しよう。ただし、摂動量 δvr

動径方向の変化が他のバックグラウンドや摂動ポテンシャルの変化に比べて十分に速いと

して、δvr 以外の量を Lindblad共鳴での値で評価し、積分の外に出している。

式 (4.75)に式 (4.71)を代入すれば、

T = ±πmΣ
Ψ2

|D|rL
=

∫
dx

x
(4.76)

となる。ここで、小さな正の数 α > 0を導入して、積分において x → x + iαと置き換え

ると、 ∫
dx

x
= P

∫
dx

x
− iπ = −iπ (4.77)

であるので、求めるトルクは

T = −π2mΣΨ2

rLD
(4.78)

となる。これは、Goldreich and Tremaineの結果 (4.37)と一致する。

この解析が使える条件を調べよう。まず、線型解析が有効であるための条件は

Σ
δΣ

¿ 1 (4.79)

である。δΣを式 (4.68)を用いて評価すれば、この条件は

1
x2 + α2

Mp

M∗
¿ 1 (4.80)

と書き直される。次に、この計算では Lindblad共鳴では δvr の変化が他の物理量の変化

に比べて十分速いとした条件を考える。図 4.1 を見るとわかるように、共回転点の近傍

までいくと D ∼ Dxとした近似が悪くなる。また、音速を入れた場合の式 (4.17)では、

共回転点で方程式が特異になっている。したがって、Lindblad共鳴は共回転点から十分

に離れていなければならない。δvr の変化スケールは x ∼ α−1 であり、一方共回転点は

x ∼ 1/m程度の位置にあるので、Lindblad共鳴と共回転点が十分に離れているためには

α ¿ 1
m

(4.81)
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でなければならない。

さて、音速がゼロの場合は Lindblad共鳴にかかったトルクを伝える波が存在しないた

めに、Lindblad共鳴でも物理量の発散が現れ、これを回避するために αを導入しなけれ

ばならなかったことに注意しよう。この αの物理的な起源は、円盤にかかる摩擦や圧力の

効果などを考えるとわかる。

まず、小さな摩擦のきいている円盤を考える。速度 vに比例した力

F = −Qv (4.82)

がかかるとする。Q > 0は摩擦係数である。このとき、運動方程式に摩擦力の項が加わる

が、これは摩擦のないときの解析で振動数を

ω → ω + iQ (4.83)

と変えればすべて同じである。摩擦のないときに必要だった α は摩擦のあるときには必

要なく、その代わり αとして

αQ =
2
3

Q

mΩ
(4.84)

を導入すればよい。αQ が正であることはQが正であることからわかる。摩擦がかかって

いる円盤ではやはり円盤上に波が存在しないが、摩擦による散逸があるために、惑星から

円盤に角運動量を輸送することができる。

次に、圧力・粘性・自己重力の効果を考える。この場合はより解析が複雑になる。連続

の式は (4.68)で変わらないが、運動方程式に圧力勾配・粘性・自己重力の効果が入る。円

盤の重力ポテンシャルを ψD、粘性係数を ν、音速を cとおく。状態方程式は圧力揺らぎ

を δpとしたときに
δΣ = c2δp (4.85)

と与えられるとすると、運動方程式は

−i(ω − mΩ)δvr − 2Ωδvφ = − d

dr
(ψ + ψD) − c2

Σ
d

dr
δΣ + ν

d2

dr2
δvr (4.86)

1
2
Ωδvr − i(ω − mΩ)δδvφ = − im

r
(ψ + ψD) − im

r

c2

Σ
δΣ + ν

d2

dr2
δvφ (4.87)

となる。円盤の Poisson方程式は

∇2ψD = 4πGΣδ(z) (4.88)
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であり、この解は tight-winding近似 d/dx À m À 1のもと

dψD

dr
= −2πiGεδΣ (4.89)

となる。ここに ε = ±1 は考える波のモードが trailing か leading かに対応して決まり、

重力ポテンシャルが |z| → ∞で消えるように符号を選ぶ [72]。この符号の詳細はこの後

の定性的な議論には影響しない。連続の式は、tight-winding近似のもとでは

δΣ = −i
Σ

ω − mΩ
d

dr
δvr (4.90)

となる。

運動方程式 (4.86)、 (4.87)は音速ゼロのときと同様の形に形式的に解くことができ、そ

の結果 Lindblad共鳴の位置は変わらず D = 0で、その近傍では δvφ ∼ ±δvr、D ∼ Dx

である。Lindblad共鳴近傍で δvr の満たす方程式は

−α3
V

d2

dx2
δvr + αG

d

dx
δvr − ixδvr = ±Cm (4.91)

と書ける。ここに
α3

V = α3
ν + iα3

p (4.92)

α3
ν =

2ν

3mr2
L

(4.93)

α3
p = ∓ c2

3mr2Ω2
(4.94)

α2
G = ± 2πGεΣ

3mrLΩ2
(4.95)

Cm = − ΩΨ
|D|rL

(4.96)

と定義した。この解は Fourier変換

˜δvr(k) =
∫ ∞

−∞
dxe−ikxδvr(x) (4.97)

を用いて求めることができる。 ˜δvr(k)に課される境界条件は |k| → ∞で発散しないこと
であり、この境界条件を満たす解は

˜δvr(k) = ±2πCmH(k) exp
[
−1

3
α3

V k3 − i

2
α2

Gk2

]
(4.98)
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である。ここに、H(k)は階段函数

H(k) =

{
1 k > 0
0 k < 0

(4.99)

を表わす。したがって、求める δvr(x)は

δvr(x) = ±Cm

∫ ∞

0

dk exp
[
−1

3
α3

V k3 − i

2
α2

Gk2 + ikx

]
(4.100)

である。トルクを求めるためには式 (4.75)が使える。階段函数の積分表示は

H(k) =
i

2π

∫ ∞

−∞
du

1
u + io

e−iku (4.101)

である。ここに o > 0は小さな正の数で、最終的に o → 0の極限を取るものと了解する。

これを用いると、 ∫
dxδvr(x) = ±πCm (4.102)

と計算できるので、求めるトルクは

T = −π2mΣ
D

Ψ2 (4.103)

となる。円盤にいろいろな物理を加えたことで、音速ゼロのときに比べて波形 (4.100)

は変わったが、Lindblad 共鳴にかかるトルクの総量は変わらない。これは、トルクは

Lindblad共鳴でかかる摂動量できまり、波形の違いはそこでかかった摂動をどのように

円盤に伝えるかの違いであると解釈できる。そこで、波形の変化スケールを決めるパラメ

タ α に対応した量が、考える物理に応じて出てきている。この直観的な解釈は波形を見

るとよりわかりやすい。図 4.3 は円盤に音速がある場合に Lindblad 共鳴を中心に、場

所ごとにかかるトルクを描いたものである。惑星は x > 0 の側にある。Goldreich and

Tremaineの解析のところでわかっているように、Lindblad共鳴から惑星の側には波が伝

播できず、トルクは急激に下がっている。一方、Lindblad共鳴の惑星から離れる側には

波が伝播することができ、かかるトルクは振動している。図 4.4は図 4.3と同じだが粘

性のきく円盤の場合を示している。この場合、Lindblad共鳴の周りで散逸が起きており、

波はたっていない。

Lindblad 共鳴にかかるトルクの量が不変であることにきいているのは、運動方程

式 (4.86) および (4.87) の左辺の形が円盤にいろいろな物理を入れても変化せず、した

がって Lindblad 共鳴の位置が変わらないことである。この項は流体粒子のエピサイク
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図 4.3 Lindblad共鳴付近にかかるトルク。横軸は αで規格化した半径、縦軸はト

ルクの強さを示す。円盤に音速がある場合。Meyer-Vernet and Sicardy [55] より

引用。右側が波の減衰領域、左側が伝播領域である。

図 4.4 図 4.3と同じだが、円盤に粘性のみが働いている場合。Meyer-Vernet and

Sicardy [55]より引用。
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リック振動を表わす項であり、これは円盤にどのような物理過程が働いていても存在す

る。エピサイクリック振動は粒子の場合でも出てくるので、ガスではなく粒子的な円盤と

いう描像にたってもやはり同じトルクの公式が示される。このことについては後のセク

ションで具体的に述べる。また、後の磁場を入れた計算では、このエピサイクリック振動

を示す項が磁場の影響で変わり、Lindblad共鳴にかかるトルクの公式も修正を受けるこ

とを示す。

最後に、解析の適用範囲について触れておこう。まず、線型解析が意味を持つ条件を考

える。δvr(x)を求める積分 (4.100)に最も寄与するのは k ∼ 0の ∆k ∼ α−1
max 程度の範

囲である。ここで αmax は

αmax = max(|αν |, |αG|, |αp|) (4.104)

である。したがって、
d

dx
δvr ∼ Cm

∫ α−1
max

0

dkk ∼ Cm

αmax2
(4.105)

であるから、連続の式より

δΣ
Σ

∼ 1
rΩ

d

dx
δvr ∼ Mp

M∗

1
α2

max

(4.106)

なので、δΣ/Σ ¿ 1であるためには

Mp

M∗
¿ α2

max (4.107)

である。

tight-winding近似の成立する条件は d/dx À mだが、d/dx ∼ k ∼ α−1
max なので、求

める条件は

m ¿ 1
αmax

(4.108)

である。

これらの条件は、音速ゼロのときの条件 (4.80)と (4.81) に対応した条件になっている。

tight-winding近似は摂動量が他の量に比べて十分に速く変化しているという条件なので、

波形の変化スケールが十分に短い条件という意味で、音速ゼロの場合における Lindblad

共鳴の孤立性の条件と対応する。

特に、音速のある円盤を考えたとき、Goldreich and Tremaineのトルク公式が使える

モードの範囲は、局所近似も考えると

1 ¿ m ¿ rΩ
c

(4.109)
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となることに注意しておく。

4.1.5 高い mのモードにおけるトルクの cutoff

Goldreich and Tremaine の解析は、tight-winding 近似を使っているために適用範囲

が 1 ¿ m ¿ rΩ/c に限られている。より高い m のモードを調べるための定式化は

Artymowicz [3] によってなされ、Lindblad 共鳴にかかるトルクの公式 (4.37) が一般化

され、高い m ではトルクが小さくなることが示された。ここでは、Artymowiczの定式

化を議論する。

基礎方程式は連続の式と運動方程式である。惑星の周りで局所近似

d

dr
,
m

r
À 1

r
(4.110)

を行なう。簡単のため、バックグラウンドの円盤はKepler回転しているものと仮定する。

摂動量に対して基礎方程式を書き下すと

−i(ω − mΩ)
δΣ
Σ

+
d

dr
δvr +

im

r
δvφ = 0 (4.111)

−i(ω − mΩ)δvr − 2Ω +
d

dr
δη = − d

dr
ψ (4.112)

1
2
Ωδvr − i(ω − mΩ)δvφ +

im

r
= − im

r
ψ (4.113)

となる。記号の意味は Goldreich and Tremaineの解析の節と同様のものを用いている。

例えば、ψ が惑星の作る摂動ポテンシャルである。状態方程式は

δη = c2 δΣ
Σ

(4.114)

とする。式 (4.111)～ (4.113)を組み合わせると、次の方程式を得る。

d

dr
δvφ − im

r
δvr −

1
2
Ω

δΣ
Σ

= 0 (4.115)

これは、渦度の方程式に対応している [59]。式 (4.113)と (4.115)より

δvr = −
(

m2

r2
+

Ω2

c2

)−1 [
im

r

d

dr
δvφ − Ω

2c2
i(ω − mΩ)δvφ +

Ω
2c2

im

r
ψ

]
(4.116)

δη = −
(

m2

r2
+

Ω2

c2

)−1 [
−1

2
Ω

d

dr
δvφ − m

r
(ω − mΩ)δvφ +

m2

r2
ψ

]
(4.117)
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を得る。これを動径方向の運動方程式 (4.112)に代入することによって δvφ に関する方程

式を得る。
d2

dz2
δvφ −

(
Dz +

γ2

4

)
δvφ = Rz (4.118)

ここで、記号の意味は次のとおりである。まず、Goldreich and Tremaine のときと同

じように D を
D = Ω2 − (ω − mΩ)2 (4.119)

とおく。Lindblad 共鳴は D(rL) = 0 によって与えられる。摂動の振動数 ω は惑星の回

転角振動数を Ωp とすると ω = mΩp であるので、Lindblad共鳴では

Ωp =
m ∓ 1

m
ΩL (4.120)

が成立する。ここで、添え字 Lは Lindblad共鳴での値を表わすことにする。複号は、上

が惑星の内側、下が惑星の外側を表わす。Lindblad共鳴は惑星の内側と外側に存在する

が、以下では惑星の内側の Lindblad共鳴に注目する。惑星の外側の Lindblad共鳴に注

目した場合の解析も全く同様にして行える。注目する Lindblad共鳴の周りの動径座標

x =
r − rL

rL
(4.121)

をとり、D を x = 0の周りで展開すると、

D ∼ 3mΩ2
Lx

(
1 − 3

4
mx + O(mx2)

)
(4.122)

となる。ここで、D は x ∼ m−1 のスケールで変化することに注意して、1に比べて mx

を無視していない。しかし、mx2 より高次の項は無視する。

β = +3m
Ω2

Lr2
L

c2
(4.123)

とおいて
z = β

1
3 x (4.124)

の変数変換を行なうと、

D =
(

3mΩ2
L

c

rL

) 2
3

z

(
1 − 3

8
γz

)
=

(
3mΩ2

L

c

rL

) 2
3

Dz (4.125)

となる。ここで最右辺は Dz の定義であり、また

γ =
2m

|β| 13
(4.126)
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と定義した。z = 0 が惑星の内側の Lindblad 共鳴であり、z = 8/3γ が惑星の外側の

Lindblad共鳴である。O(mx)の項を無視しなかったために、二つの Lindblad共鳴が両

方とも表わせていることに注意しておく。z 座標で見ると、z → +∞ が円盤の外側であ
り、z → −∞が円盤の内側である。γ は

ξ = m
c

rLΩL
(4.127)

と次のような関係にある。

ξ2 =
3
8
γ3 (4.128)

Goldreich and Tremaineの結果は ξ ¿ 1の場合に有効であった。

方程式 (4.118)の右辺のソース項 Rz は、

Rz = − rLΩL

2c2|β| 13

(
d

dz
+ γf

)
ψ (4.129)

とかける。ここに

f =
m(Ω(r) − Ωp)

Ω(r)
∼ 1 − 3

2
mx (4.130)

である。

さて、式 (4.118)を解き、円盤の内側に運ばれる角運動量を計算することによって内側

の Lindblad共鳴にかかるトルクを計算する。円盤の内側と外側に課す境界条件は、惑星

から離れる方向に波が伝播することである。vA(z)を円盤の外側 z → +∞での境界条件
を満たす斉次解、vB(z)を円盤の内側 z → −∞での境界条件を満たす斉次解とし、vA と

vB の間のロンスキアンが 1になるように規格化されているものとする。

vA(z)
dvB

dz
− dvA

dz
vB = 1 (4.131)

共回転点 z = 4/3γ を中心とする座標 X に変数変換

X = λ

(
z − 4

3γ

)
(4.132)

を行う。ここに

λ =
(

3γ

2

) 1
4

(4.133)

である。このとき、 (4.118)の斉次方程式は

d2v

dX2
+

(
1
4
X2 − C

)
v = 0 (4.134)
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となる。ただし

C =
1 + ξ2

3ξ
(4.135)

である。必要な境界条件と規格化を満たす斉次解は放物柱函数を用いて

vA(z) =
( τ

2λ

) 1
2

E(C,X) (4.136)

vB(z) =
( τ

2λ

) 1
2

E∗(C,−X) (4.137)

と書ける [1]。ここに
τ = e−πC (4.138)

と定義した。

斉次方程式 (4.134)を用いて円盤上の波の伝播について調べよう。共回転点 X = 0の

近傍は波の減衰領域になっており、共回転点から十分離れた点では波の伝播領域になって

いる。その境界は
X = ∓2

√
C (4.139)

で与えられる。この点を実効的な Lindblad共鳴と呼び、添え字 eff をつけて表わす。共

回転点との距離は

|reff − rp| =
2
3
H

√
1 + ξ2

ξ
(4.140)

である。ただし、H はスケールハイト

H =
c

Ω
(4.141)

である。Goldreich and Tremaineの解析は ξ → 0の極限に対応し、このとき

|reff − rc| →
2

3m
(4.142)

である。このときは実効的な Lindblad 共鳴と Lindblad 共鳴の位置は一致する。一方、

高いmの極限 ξ → ∞では
|reff − rc| →

2
3
H (4.143)

となり、実効的な Lindblad共鳴の位置は円盤のスケールハイトで決まる。図 4.5に実効

的な Lindblad共鳴の位置と Lindblad共鳴の位置関係を示した。

波の伝播領域と減衰領域の境界が実効的な Lindblad 共鳴になり、Lindblad 共鳴より

も惑星から離れた位置に来ることは物理的には次のように説明できる。まず、mの効果を
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図 4.5 実効的な Lindblad 共鳴と Lindblad 共鳴の位置関係。横軸が ξ、縦軸が

(r − rp)/H を表わす。Artymowiczの論文 [3]より引用

考慮に入れない Goldreich and Tremaineの解析の時には、エピサイクリック振動に打ち

勝って動径方向に伝わる音波が励起できるかどうかで決まっていた。m まで考慮に入れ

ると、音波の分散関係は

ω2 = c2

(
k2

r +
m2

r2

)
(4.144)

となる。これを書き直すと

k2
r =

1
c2

ω2 − m2

r2
(4.145)

となる。つまり、音波が φ方向に伝わることができるために、ある振動数を与えたときに

動径方向の波数が下がる。つまり、動径方向には波を伝えにくくなる。したがって、動径

方向に波を伝えることができるようになるためには、より高い振動数が必要になり、波の

伝播領域が惑星より遠ざかる。ξ → ∞ における実効的な Lindblad共鳴の位置は、

|ω − mΩ| = c
m

r
(4.146)

という条件で決まることに注意しよう。高い m では φ 方向に伝わる音波の効果が強く、

エピサイクリック振動の効果は無視できるので、この条件で実効的な Lindblad共鳴の位

置が決まる。
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さて、円盤の内側に運ばれる角運動量フラックスを計算し、内側の実効的な Lindblad

共鳴にかかるトルクを求めよう。斉次解 vA と vB が求まっているので、求める δvφ は

δvφ = −vA(z)
∫ z

−∞
vB(s)Rz(s)ds + vB(z)

∫ z

∞
vA(s)Rz(s)ds (4.147)

である。したがって、z → −∞では

δvφ ∼ IBvB(z) (4.148)

となる。ここに

IB = −
∫ ∞

−∞
dzvA(z)Rz (4.149)

である。vB(z)の z → −∞での漸近形は式 (4.134)のWKB解から求められ、

vB(z) ∼
(τ

2

) 1
2

∣∣∣∣Dz +
γ2

4

∣∣∣∣− 1
4

exp

[
i

∫ z

dz

∣∣∣∣Dz +
γ2

4

∣∣∣∣ 1
2
]

(4.150)

となる。前の係数は規格化から定まる。角運動量フラックス F は

F = r2Σ
∫ 2π

0

dφ
∑

m,m′

δvr(r, φ)δvφ(r, φ) (4.151)

= r2Σπ
∑
m

<(δvrδv
∗
φ)

である。式 (4.116)を用いて δvr を δvφ で書き直せば

F = − 4πΣmc2

(1 + 4ξ2)Ω2
L

|β| 13<
[
i
dδvφ

dz
δv∗φ

]
(4.152)

となる。式 (4.150) を用いて計算すれば、z → ∞ に伝わる角運動量フラックスは、

Goldreich and Tremaineの公式と対応させて書くと

F =
π2mΣ
|D|

Ψ2 (4.153)

となる。ここで、Ψは Goldreich and Tremaineの表式と異なっていて、

Ψ =
(

τ

2π(1 + 4ξ2)

) 1
2

|β| 13
∫ ∞

−∞
dzvA(z)

(
d

dz
+ γf

)
ψ (4.154)

となる。Kepler回転の場合は
D = ±3mΩ2

L (4.155)
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である。これが Lindblad共鳴にかかるトルクの一般化公式である。

さて、特別な場合として二つの実効的な Lindblad共鳴が互いに十分離れているときを

考える。これは、波の変化スケールに比較して実効的な Lindblad共鳴の間の距離が十分

に大きい場合である。これは、C → ∞ のときに起こる。なぜならば、式 (4.134) より

x ∼ 0での波の変化スケールは ∼ 1/
√

C で与えられ、一方実効的な Lindblad共鳴の間の

距離は ∼
√

C で与えられるからである。
√

C → ∞の条件は ξ → 0あるいは ξ → ∞の
両方で満たされるので、Goldreich and Tremaineのような十分mの低いモードかあるい

は十分mの高いモードを調べることになる。C → ∞のとき、放物柱函数は Airy函数で

近似でき、

vA(z) ∼
(

2π

τ

) 1
2

(
1 +

3
8
γ3

)− 1
12

Ai(w) (4.156)

となる。ここに wは実効的な Lindblad共鳴をゼロにするような動径座標で、z とは

w =
3γ

4

(
1 +

3
8
γ3

)
(z − zeff ) (4.157)

の関係がある。惑星のポテンシャルは十分ゆっくり変化すると仮定すると、積分に最もき

くのは w ∼ 0の近傍であるから、トルクは

T =
π2mΣ
|D|

1
(1 + 4ξ2)(1 + ξ2)

1
2

[
dψ

dx
+ 2mfψ

]2

eff

(4.158)

となる。

まず、ψ が一定の場合を考えると、直接 Goldreich and Tremaineの公式と比較するこ

とができ、トルクの比は
T

TGT
=

√
1 + ξ2

1 + 4ξ2
(4.159)

となる。これは m → ∞ でトルクが m−1 のようにべきで下がっていくことを示してお

り、トルクのゆっくりとした cutoffと呼ばれる。

一方、ψ として惑星の重力ポテンシャルを入れた場合はどうなるだろうか。惑星の重

力ポテンシャルの Fourier 変換は変形 Bessel 函数でよく近似でき、m のモードに対し

ては x ∼ m−1 程度の距離で指数関数的に落ちる。ところが、実効的な Lindblad 共鳴

の位置は、m の高いモードでは共回転点からスケールハイト程度はなれたところに存在

し、共回転点との距離はほぼ一定になる。惑星にかかるトルクは実効的な Lindblad共鳴

の位置での ψ の値で評価される。Appendix に示したように、惑星の重力ポテンシャル

を Fourier 変換した値は変形 Bessel 函数を用いて、x を共回転点からはかった動径座標
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Artymowicz

m>r/H

Goldreich and Tremaine

m<r/H

Local

Artymowicz

m>r/H

Goldreich and Tremaine

m<r/H

図 4.6 トルクの公式の比較。横軸はモード mを表わし、縦軸はトルクの強さを表

わす。円盤の厚みは c/rΩ = 0.01にとっている。Goldreich and Tremaineの公式

と Artymowiczの公式は、低いmでは一致しているが、高いmでは cutoffが起こ

る。cutoff は mc/rΩ & 0.3 となると起こることがわかる。一番下の線は局所近似

のもとの数値計算によるトルクの大きさを示す。

x = (r − rp)/rp とおくと ψ ∝ K0(m|x|)と評価される。したがって、惑星から動径方向
に同じ距離離れた点では、高い m のモードの ψ の値は指数函数的に小さくなる。これ

は、高い mのモードでトルクが指数函数的に落ちていくことを示しており、トルクの急

激な cutoffと呼ばれる。原始惑星系円盤の問題では、トルクの急激な cutoffがゆっくり

とした cutoff の効果を上回り、m ∼ r/H 程度のモードからのトルクの寄与が最も大き

い。図 4.6には、Goldreich and Tremaineの公式と Artymowiczの公式を用いて円盤の

片側からかかるトルクを計算した結果を載せた。比較のために、局所近似のもとに数値計

算を行って求めたトルクも載せた。Artymowiczの公式は高い mのモードを過大評価し

ている傾向があるが、Goldreich and Tremaineに比べてトルクの cutoffの効果が考慮さ

れていることがわかる。また、トルクの cutoffにはゆっくりとした cutoffではなく、急

激な cutoffが主にきいていることもわかる。
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4.1.6 Lindblad共鳴にかかるトルクの差分

トルクの公式 (4.37)は惑星が円盤の片側から受けるトルクである。これは、局所近似

をしたために円盤の内側と外側で同じ大きさのトルクがかかるという公式になっている。

実際には Lindblad共鳴にかかるトルクには惑星の内側と外側で非対称性が存在し、ネッ

トのトルクが惑星にかかる。この非対称性には三種類の原因がある [82] [83]。

第一の原因は、Lindblad共鳴の位置の非対称性である。たとえばKepler回転のときは

κ = Ωなので、
Ω(rL) =

m

m ∓ 1
Ωp (4.160)

となる点である。複号は上が惑星の内側をあらわし、下が惑星の外側をあらわす。した

がって、同じmのモードを考えたとき、惑星の外側の Lindblad共鳴は内側の Lindblad

共鳴よりも常に惑星に近い側に存在する。

第二の原因は、D の大きさの非対称性である。Kepler 回転円盤の場合に D を計算す
ると

|D| =
∣∣∣∣r dD

dr

∣∣∣∣ = 3Ω2
p

1
m ∓ 1

(4.161)

となるので、D は惑星の内側の Lindblad共鳴での値のほうが外側の Lindblad共鳴での

値よりも大きい。

第三に、Lindblad共鳴の位置のずれを考えなくても、Ψの値が惑星の内側と外側で異

なる。これは、Artymowiczの公式 (4.158)を計算することでわかる。図 4.7には Ψの値

を惑星からの距離の関数としてプロットしたグラフを載せた。

これら三つの効果は、すべて惑星の外側のトルクを強くする効果であり、その結果惑星

は内側に移動するようになる。

トルクの公式 (4.37)をみると、円盤面密度が大きいほうがトルクが強くかかることが

わかる。したがって、面密度が惑星の内側のほうが大きければ内側のトルクが強くなるよ

うに見える。しかし、問題はそう単純ではない。円盤面密度が内側のほうが大きい場合、

内側のほうが圧力も高い。したがって、内側から外側に向かって圧力勾配力がかかる。す

ると、円盤が力学平衡にあるためには回転は Kepler回転よりも遅く回転しなくてはなら

ない。このとき、Kepler回転する円盤の場合に比べて Lindblad共鳴は惑星の内側も外側

も、ともに中心星の側にずれる。したがって、惑星の外側の Lindblad共鳴は惑星に近づ

き惑星の外側の Lindblad共鳴は惑星から離れる。この効果は内側のトルクを弱めるセン

スなので、圧力勾配によるトルクの増加と互いに打ち消しあう。この効果は圧力バッファ
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図 4.7 トルクの大きさを決める関数 Ψ を半径の関数として計算したグラフ。惑星

からの距離の絶対値を規格化した値が横軸である。mを固定し、惑星の外側と内側

を別々に計算している。その結果、外側のトルクが内側のトルクより強く、さらに

共鳴の位置が異なっていることで内側のトルクのほうが弱くなっている。Ward の

論文 [83]より引用。

と呼ばれる。図 4.8には圧力バッファの効果によって外側のトルクのほうがより強くなる

効果を表わす図を載せた。バックグラウンドの構造まで考慮に入れると、惑星の外側の共

鳴にかかるトルクのほうが大きいことが示唆される。

さて、内側と外側の Lindblad共鳴にかかるトルクの差がどの程度になるかを簡単に計

算してみよう。ここでは、内側と外側の Lindblad共鳴の位置のずれの効果のみを考える。

この計算はWardによって行われた [82]。片側の Lindblad共鳴にかかるトルクの公式に

は Goldreich and Tremaineのもの (4.37)を用いる。円盤は Kepler回転しているものと

する。Lindblad共鳴の位置は

γ =
rL

rp
=

(
1 ∓ 1

m

) 2
3

(4.162)

で与えられる。トルク公式に入ってくる函数 Ψや D を、惑星の内側のものについては −
をつけて表わし、惑星の外側のものについては +をつけて表わす。内側の共鳴と外側の
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図 4.8 圧力バッファの効果を表わす図。横軸がm、縦軸がトルクである。上のグラ

フはバックグラウンドの圧力勾配を考慮に入れないで Lindblad 共鳴の位置を評価

したもの。下のグラフはバックグラウンドの圧力勾配の修正を入れた図である。圧

力バッファによって外側の共鳴がより強くなっている。Wardの論文 [83]より引用。

共鳴をあわせた、惑星にかかる合計のトルク ∆T は

∆T = mπ2Σ
[
Ψ2

−
D−

+
Ψ2

+

D+

]
(4.163)

とかける。

D = ± 3m2

m ∓ 1
Ω2

p (4.164)
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なので、∆T は

∆T =
π2Σ
3Ω2

p

[
(Ψ2

− − Ψ2
+) − 1

m
(Ψ2

− + Ψ2
+)

]
(4.165)

と書ける。ここまでは ψ の形を限定しない議論である。ここから、具体的に惑星の作る

重力ポテンシャルによって Ψが決まっている場合について考えよう。惑星の作る重力ポ

テンシャルの Fourier変換は Laplace係数を用いて

ψ = −GMp

rp
bm
1/2 (4.166)

と書ける。ただし、Laplace係数は

bm
1/2(γ) =

2
π

∫ π

0

cos mφdφ

[1 − 2γ cos φ + γ2]1/2
(4.167)

と定義される。ここから、
bm
1/2(γ) = γ−1bm

1/2(γ
−1) (4.168)

および

γ
d

dγ
bm
1/2(γ) = −γ−1bm

1/2(−γ−1) − γ−2 d

dγ−1
bm
1/2(γ

−1) (4.169)

が成立することに注意しておく。Ψ∓ はそれぞれ

Ψ∓ = −GMp

rp

[
γ

dbm
1/2

dγ
± 2mbm

1/2

]
(4.170)

と表わされるので、式 (4.168)と (4.169)を用いて変形すると

Ψ− = −GMp

rp

[
γ

dbm
1/2

dγ
+ 2mbm

1/2(γ)
]

γ=(1−1/m)2/3

(4.171)

Ψ+ =
GMp

rp

[
γ̃

dbm
1/2(γ̃)

dγ̃
+ (2m + 1)γ̃bm

1/2(γ̃)

]
γ̃=(1+1/m)−2/3

(4.172)

となる。惑星の周りで局所近似するときは m À 1とおいてよい。γ と γ̃ を 1/mで展開

すると (
1 ∓ 1

m

)± 2
3

∼ 1 − 2
3m

+
1
3

(
2
3
∓ 1

)
1

m2
(4.173)

となる。1/mのオーダーまでは γ と γ̃ は同じなので、違いを見るために γm = 1− 2/3m

の周りで Ψ∓ を展開すると

bm
1/2((1 ∓ 1/m)±2/3) ∼ bm

1/2(γm) +
1
3

(
2
3
∓ 1

)
1

m2

dbm
1/2(γm)

dγ
(4.174)
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dbm
1/2

dγ
((1 ∓ 1/m)±2/3) ∼

dbm
1/2

dγ
(γm) +

1
3

(
2
3
∓ 1

)
1

m2

d2bm
1/2

dγ2
(γm) (4.175)

に注意して

Ψ− ∼ −GMp

rp

[
dbm

1/2

dγ
+ 2mbm

1/2 −
8
9

1
m

dbm
1/2

dγ
− 1

9
1

m2

d2bm
1/2

dγ2

]
γm

(4.176)

Ψ+ ∼

[
dbm

1/2

dγ

(
2m − 1

3

)
bm
1/2 −

2
9

1
m

dbm
1/2

dγ
+

5
9

1
m2

d2bm
1/2

dγ2

]
(4.177)

となる。惑星近傍での Laplace係数の変形 Bessel函数による近似式

bm
1/2(x) ∼ 2

π
K0(m|x|) (4.178)

よりわかるように、mbm
1/2 と dbm

1/2/dxが同じオーダーであることに注意しておく。ここ

で、x = (r − rp)/rp である。これらを式 (4.165) に代入する。1/m の最低次を見ると

きは

Ψ2
− − Ψ2

+ − 1
m

(Ψ2
− + Ψ2

+) ∼ 2Ψ0

[
Ψ− + Ψ+ − 1

m
Ψ0

]
(4.179)

である。ここで

Ψ0 = −GMp

rp

(
dbm

1/2

dγ
+ 2mbm

1/2

)
γm

(4.180)

とおいた。結局、求めるトルクの差分は

∆T = −π2Σ
3Ω2

p

(
GMp

rp

)2

2
(

dbm
1/2

dγ
+ 2mbm

1/2

)
×

[
5
3
bm
1/2 +

5
3m

dbm
1/2

dγ
+

2
3m2

d2bm
1/2

dγ2

]
γm

(4.181)

となる。惑星にかかるトルクは負であるので、惑星は中心星に向かう方向に移動し、∆T

の大きさは片側のトルクに比べて 1/mのオーダーだけ小さいことがわかる。

4.1.7 Type I惑星移動の時間スケール

原始惑星移動の時間スケールを計算するためには、惑星にかかる全トルクを計算する必

要がある。これは、さきに求まった∆T をすべてのモードmについて足しあげればよい。

ここでは、Goldreich and Tremaine [35]の方法に従ってこの足し上げを計算しよう。
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まずは、惑星の片側の円盤からかかるトルクの足し上げを行なう。Lindblad共鳴だけ

を考えることにする。また、符号のことはいったん忘れて、大きさだけを議論しよう。高

い m のモードは指数函数的なトルクの cutoff があるので、Goldreich and Tremaine の

トルクの公式の範囲で計算を行う。円盤は Kepler回転しているものとする。考えるモー

ドは 1 ¿ mとしてよい。Laplace係数を変形 Bessel函数で近似すると、各モードのトル

クは

Tm ∼ 4
3

Σ
Ω2

L

(
GMp

rp

)2

m2

(
2K0

(
2
3

)
+ K1

(
2
3

))2

(4.182)

となる。m を適当な mmax まで足し上げる。
∑

m2 ∼ (1/3)m3
max であり、トルクの

cutoffの議論からmmax ∼ rΩ/cなので、求める惑星の片側のトルクは

T ∼ 4
9

Σ
Ω2

L

(
GMp

rP

)2 (
rΩ
c

)3 (
2K0

(
2
3

)
+ K1

(
2
3

))2

(4.183)

と求められる。ただし、|D| ∼ 3mΩ2 と書けることを用いた。

惑星の内側と外側のトルクの差分を考えると、このトルクは 1/m ∼ c/rΩだけ小さく

なるので、惑星にかかる全トルクの大きさは係数を除いて

T ∼ Σ
Ω2

L

(
GMp

rp

)2 (
rΩ
c

)2

(4.184)

と見積もられる。

ここで、後の議論のために、トルク密度の概念を導入しておく。これは、円盤のある半

径のところでどの程度のトルクがかかっているかを調べる。mのモードの Lindblad共鳴

の位置を xm と書くと、

xm ∼ ∓ 2
3m

(4.185)

とかけ、またmとm + 1の共鳴の間の距離は、

δxm = |xm+1 − xm| ∼ 2
3m2

(4.186)

と与えられるので、共鳴の間の距離は mが大きくなると近づいてくる。そこで、mの高

いモードを考える時は、円盤のある半径のところで単位半径あたりにかかるトルクという

概念を導入することができる。これがトルク密度であり、トルク密度 dT/dxは

dT

dx
=

Tm

δxm
∼ mπ2Σ

|D|
3
2
m2Ψ2 (4.187)

∼ 32
81

Σ
1
x4

(
GMp

rp

)2 (
2K0

(
2
3

)
+ K1

(
2
3

))
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と書ける。これを共鳴の存在する範囲で積分すれば全トルクが求まる。共鳴の存在する範

囲を ∆x程度とすれば、全トルクは

T ∼ dT

dx
∆x ∼ 32

81
G2M2

p Σrp

Ω2
p

rp∆x

(rpx)4

(
2K0

(
2
3

)
+ K1

(
2
3

))2

(4.188)

と計算される。おおむね、m ∼ rΩ/cのモードのトルクがきき、また共鳴はスケールハイ

トの範囲内程度に十分集まっているとすると、これは係数を除いて式 (4.184)の見積もり

と一致する。

式 (4.184)を用いて原始惑星移動の時間スケールを見積もろう。惑星の角運動量は

Lp = Mp(GMc)
1
2 r

1
2
p (4.189)

なので、惑星の軌道半径が変化する時間スケール τmig は

τ−1
mig =

1
rp

drp

dt
=

2
Lp

dLp

dt
=

2T

Lp
(4.190)

である。ここに、Mc は中心星の質量を表わす。トルクは摂動の二次の量なので T ∝
M2

p /M2
c とスケールするが、τmig は角運動量で一回割っているので τ ∝ Mp/Mc とス

ケールする。式 (4.184)を代入すると

τ−1
mig ∼ 2

Σr2
p

Mc

Mp

Mc

(
rΩ
c

)2

ΩK (4.191)

となる。ここに ΩK は Kepler回転の角振動数である。典型的な値として、太陽サイズの

星の周囲 5AU 付近を回る地球サイズの原始惑星を考え、ガスとしては最小質量円盤の値

を採用すると

τmig ∼ 2 × 105yr

(
Σr2

p/M¯

4 × 10−4

)−1 (
Mp/M¯

3 × 10−6

)−1 (
c/rΩ
0.05

)2

(4.192)

となり、原始惑星移動の時間スケールは 10万年程度である。これは観測されている原始

惑星系円盤のガス散逸時間より短い。これは、原始惑星ができたとしても周囲のガスとの

相互作用によって非常に速い時間スケールで中心星に落下してしまうことを意味し、地球

型惑星が形成できない。これは原始惑星落下問題と呼ばれ、惑星系形成論の大問題として

現在も未解決である。
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4.1.8 三次元の効果

惑星にかかる全トルクのオーダー評価は式 (4.184)で与えられることがわかったが、こ

れはまだオーダー計算のレベルである。より詳しい計算は、Tanaka et al. [76]によって

なされている。Tanaka et al.では、本論文ではあまり計算していない共回転共鳴やバッ

クグラウンドの円盤が厚みを持つ効果を取り入れた詳細な線型計算を行った。また、バッ

クグラウンドの円盤の動径方向の構造も考慮に入れている。ただし、状態方程式は等温を

仮定している。その結果、原始惑星移動の方向は中心星に向かう方向に起こり、その時間

スケールとして

τmig = (2.7 + 1.1α)−1 Mc

Mp

Mc

Σrp

(
c

rpΩp

)2

Ω−1
p (4.193)

という公式を得た。ここで、α はバックグラウンドの円盤の面密度の変化が Σ ∝ r−α

と変化するとしたときの指数である。これは、式 (4.184) の係数を正確に求めた式であ

り、詳細な計算の結果 Type I惑星移動はやはり原始惑星落下問題を引き起こすことがわ

かった。

4.1.9 粒子的描像にたったときの円盤と惑星の相互作用

Type I惑星移動の節の最後として、惑星移動の現象を粒子的な立場から議論するとど

うなるかということを考えよう。まず、Lindblad共鳴のトルクを考える。惑星の片側の

円盤からかかる全トルクの式 (4.188)を粒子的な描像から導き、惑星移動がガス円盤だけ

でなく粒子円盤でも同様に起こりうるということを示す。また、粒子円盤とガス円盤の対

応から tight-winding近似の意味についても考察しよう。

粒子的な描像による角運動量のやり取りの計算は Lin and Papaloizouによってなされ

た [50] [51]。ここでは簡単な議論でこのやり取りを計算し、式 (4.188)を導こう。惑星の

静止系を取る。この惑星に円盤粒子が入射し、惑星との重力相互作用で軌道が曲げられた

とする。惑星の軌道半径を rp、円盤粒子の軌道半径を rc、相対速度を ue とおくと、軌道

の曲がり角 δe は、δe ¿ 1ならば

δ2
e ∼ u4

e∆
2

G2M2
p

(4.194)

である。ここに
∆ = |rp − r0| (4.195)
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とおいた。円盤粒子の単位質量あたりの角運動量は、衝突前は uerc、衝突後は uerc cos δe

なので、円盤粒子の角運動量変化 ∆he は

∆he = −ue(1 − cos δe)rc ∼ −uercδ
2
e (4.196)

である。ガス粒子の回転角速度を Ω、惑星の回転角速度を Ωp とおけばガス粒子と惑星の

間の相対速度は
ue = rcΩ − rpΩp (4.197)

なので、ガス粒子の角運動量の変化は

∆he ∼ −
G2M2

p

r2
c (Ω − Ωp)3∆2

(4.198)

である。ここで、∆ ¿ rc, rp とした。惑星の内側のガス粒子は Ω > Ωp なので角運動量

を失い、外側の粒子は角運動量を得ることに注意しよう。ガス粒子と惑星の間の衝突は、

おおむね時間間隔 |Ω − Ωp|−1 で起こるので、角運動量の変化率は

ḣe = −
G2M2

p |Ω − Ωp|
∆2r2

c (Ω − Ωp)3
(4.199)

となる。惑星はこの角運動量変化の反作用を受ける。である。これは一つのガス粒子に注

目した計算だが、実際にかかるトルクはすべてのガス粒子について足しあげる必要がある。

惑星から∆0 = |r0 − rp| ¿ rp 離れたところで、幅 δrの円環の中にある粒子からの寄与を

足し上げる。この円環の中にある粒子数の質量は 2πr0δrΣなので、Ω − Ωp ∼ Ωp(∆/rp)

に注意すると求める全トルクは

T ∼ 2πr0δrΣ(−ḣe) ∼ ±
G2M2

p Σrp

Ω2
p

δr

∆4
0

(4.200)

となる。複号は上が惑星の内側の円盤から受けるトルク、下が惑星の外側の円盤から受け

るトルクである。この結果は (4.188)の結果とオーダーは一致している。今のオーダー計

算では惑星から離れた粒子の小角度散乱を、バックグラウンドの回転の効果を無視して取

り扱ったが、より厳密に三体問題的な取り扱いをしても結果は同じになることがわかって

いる [50]。なお、円盤全体について足し上げをすると結局 ∆0 付近からのトルクの寄与が

最も強く、T ∝ ∆−3 となることに注意しよう。 3章の (3.142)式はこのようにして導か

れた式である。

このように、Goldreich and Tremaineのトルクの公式は cに依存しておらず、円盤が

粒子的であるとしても基本的に同じ結果が得られることがわかった。この議論は、一つの

92



ガス粒子から受けるトルクの議論は力学摩擦の議論 [6] と同じであり、単に足しあげる

べき粒子の数の違いから一様密度の粒子中を横切る物体にかかる力学摩擦の時間スケール

とは異なった時間スケールが出ている。この類似は、Goldreich and Tremaineの解析で

tight-winding近似をしたことからきている。tight-winding近似の結果、Goldreich and

Tremaineの公式は
m

c

rΩ
¿ 1 (4.201)

の範囲で有効な公式になっている。これは、円盤のスケールハイトを決めたときに解析が

有効なモードmの範囲を決めていると解釈する代わりに、一つのモードmに注目したと

きに音速が十分に小さい極限を考えるという近似をしていると解釈することもできる。こ

のとき、粒子にかかる圧力の効果はあまり重要ではなく、粒子円盤としての描像とガス円

盤としての描像が一致する。mc/rΩ & 1になるとこの対応が崩れ、ガス円盤では φ方向

に伝わる音速の影響が無視できなくなり、トルクの cutoffが生じる。

次に、共回転共鳴を考える。ガス円盤の場合には共回転点に角運動量フラックスの不連

続性が生じ、その結果小さな粘性が効果的になってトルクがかかった。この結果がどの程

度粒子的な描像で捉えられるかを議論する。

共回転共鳴付近を解析するときに重要なのは、惑星近傍の粒子軌道の解析である。軌

道の定性的な振る舞いを調べるためには、回転系でのエネルギーに対応する Jacobi積分

を調べればよい。惑星とガス粒子の相互作用を無視した場合のゼロ速度面を図 4.9 に示

す。惑星は x = y = 0 にあり、x は動径方向、y は方位角方向である。また、矢印はこ

の系で見た粒子の軌道を表わす。これを見ると、惑星の軌道半径の近傍に粒子が束縛さ

れている領域が存在する。この領域は horseshoe 領域と呼ばれる。この領域に存在する

粒子を考える。x < 0の側が中心星の側だとする。図 4.9 の A 点にある粒子は、惑星よ

りも軌道半径が大きいので惑星よりも大きな単位質量あたりの角運動量をもつ。この粒

子が A → B → C と運動すると、C にあるときは惑星よりも単位質量あたりの角運動

量は小さくなっているので、惑星はその反作用として角運動量をもらっている。一方で、

D → E → F と運動した粒子は単位質量あたりの角運動量が大きくなっているので、惑

星はその反作用で角運動量を失っている。もしも、Aから入る粒子と D から入る粒子の

数が異なれば、惑星にはネットでトルクがかかる。これが共回転共鳴にトルクのかかる原

因である。しかし、C から抜けた粒子はやがて D から惑星に入射し、また F から抜けた

粒子はやがて Aから入射するので、長時間平均すると共回転半径周りの非対称性はなく

なり、共回転共鳴でのトルクはゼロになる。これは共回転共鳴の飽和と呼ばれる。もし

も、粘性が働いて常に共回転の周囲に存在する粒子数が惑星の内側と外側で異なる状態に
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図 4.9 回転系におけるテスト粒子のゼロ速度面と軌道。線がゼロ速度面の等高線

を表わし、矢印は粒子の起動を表わす。x = y = 0 に惑星が存在する。x が動径方

向、y が方位角方向である。 惑星の軌道半径の付近の粒子はその半径付近に閉じ込

められている。この領域が horseshoe領域と呼ばれる。方位角方向には周期的なの

で、y > 0に出て行った粒子は y < 0から入ってくる。Murray and Dermottの教

科書 [58]より転載、改変。

保つことができたとすれば、共回転点にはトルクがかかり続けることになる。粒子の運動

を解析することによって、共回転点にかかるトルクを計算することも可能であり、その結

果は Goldreich and Tremaineの公式と一致することが知られている [52] [15]。

4.2 ギャップ生成と Type II惑星移動

Type I惑星移動は、惑星の周りにギャップができないときに惑星の周囲のスケールハ

イト程度の範囲にあるガスと惑星が相互作用することで惑星にトルクがかかる現象であっ

た。惑星の質量が大きくなると、惑星の周囲にギャップができることは 3章の最後で述べ

た。ギャップの幅はスケールハイト程度の大きさになり、このとき惑星の周囲にガスが存

在しないので Type I 惑星移動は起こらない。しかし、このギャップと一緒に惑星が中心

星に向かって落ちるという現象がある。これを Type II惑星移動という。

Type II 惑星移動は非線形の効果であることに注意しよう。直観的に明らかなように、
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ギャップができると密度揺らぎの大きさとバックグラウンドの密度は同じ程度の大きさに

ならなければならず、線型解析は使えない。したがって、Type II惑星移動を調べるため

には数値計算が必要になるが、時間スケールのオーダー評価程度なら可能である。

Type II惑星移動の原理は次のとおりである (例えば [83])。惑星の周りにギャップがで

きたとする。まず、惑星はこのギャップの中に閉じ込められていることを示そう。ギャッ

プの中心に惑星がいれば、ギャップ幅はスケールハイト程度である。Type I惑星移動は

惑星の周りのスケールハイト程度の距離にある円盤ガスとの相互作用が重要だったので、

Type I惑星移動は起こらない。いま、惑星の軌道半径がずれ、惑星がギャップの端に近

づいたとする。惑星が中心星に近づいたとすると、惑星は惑星の内側のガス円盤から受け

るトルクによって、外側に戻される。惑星が外側にずれたとしても同様に内側に戻され

る。結局、惑星はギャップの中で少し軌道半径がずれたとしても、ギャップの外にあるガ

スの影響で軌道が戻されようとする。

また、円盤中に角運動量の流れがあったとすると、惑星を介してギャップの内側の円盤

から外側の円盤に角運動量も運ばれる。ガスに粘性が働いていたとすると、その影響でガ

スの角運動量が内側から外側に運ばれ、ガス円盤は中心星に降着している。したがって、

ギャップも円盤のガス降着に伴って中心星に向かって移動していき、ギャップに捉えられ

た惑星も中心星に向かって移動する。これが Type II惑星移動である。

このように、ギャップができると惑星移動は円盤のガス降着とともに起こるので、そ

の時間スケールは粘性で決まる。粘性による降着の速度は v ∼ ν/r であり、α 粘性

ν ∼ αc2/Ωを仮定すると移動速度は

v ∼ α
c2

Ωr
(4.202)

である。したがって、Type II惑星移動の時間スケールは

τtypeII ∼ r

v
∼ 4 × 105

( α

10−3

)−1
(

H/r

0.05

)−2

Ω−1
K (4.203)

と見積もられる。

惑星移動は数値ミュレーションも数多く行われている。図 4.10に D’Angelo et al.に

よって行われたシミュレーション結果を示す [14]。横軸は惑星の質量を表わし、縦軸は惑

星の移動率を表わす。線型解析の結果との比較も載せてあり、惑星の質量が軽いところで

は Type I惑星移動の線型解析結果とシミュレーションはよく合っている。惑星の質量が

重くなると、ギャップを生成して Type II 惑星移動に移行し、惑星移動の時間スケール

は一定になっている。Mp ∼ 10M⊕ 程度のところで惑星移動の時間スケールが長くなる
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図 4.10 D’Angelo et al. [14] による惑星移動のシミュレーション結果。縦軸が惑

星移動の時間スケール、横軸が中心星と惑星の質量比を表わす。記号の違いは重力

ポテンシャルのスムージングのかけ方の違いを表わしている。スケールハイトは円

盤全体で H/r = 0.05 としており、また α = 4 × 10−3 に対応する粘性が入ってい

る。Tanaka et al. [76] による線型解析結果が破線で示してあり、シミュレーショ

ンとよく一致している。実線はWard [83]による解析的な表式をプロットしたもの

で、共回転共鳴の影響と三次元の効果を入れていないために Type I惑星移動のとこ

ろは一桁程度の誤差がある。しかし、Wardの計算は Type II の領域まで扱える表

式を与えており、定性的な振る舞いは一致している。

ところがあるが、これは線型段階から非線形段階への以降が始まる段階で、惑星近傍の円

盤の状態に変化が表われ共回転共鳴にかかるトルクの影響が強くなっていると解釈されて

いる。

4.3 原始惑星系円盤におけるギャップの観測

近年、星周円盤の撮像観測が可能になってきており、円盤のギャップと考えられる

ものが見えるようになってきた。Fujiwara et al. [23] は、HD142527 を 18.8µm および

24.5µmで観測し、星の周りのガスの構造を撮像した。その結果、円盤のような構造が見

え、放射強度がある半径のところで下がっていることを発見した。図 4.11は撮像によっ

て見えた円盤の画像である。図 4.12には、中心軸を通る円盤に垂直な面で切ったときの

96



図 4.11 HD142527 の周囲の円盤の撮像観測。上は 18.8µm での観測で、下は

24.5µm での観測である。左側はもともとのデータで、右側は中心部分の明るい構

造を差し引いた画像である。色の単位は Jy arcsec−1 である。Fujiwara et al. [23]

より転載。

放射強度のプロファイルを示した。この波長帯では中心星からの放射強度は十分小さく、

放射は星周円盤からの放射を見ていると考えてよい。中心から 0.6′′ 程度離れたところに

放射強度の小さくなっているギャップのような構造が見えており、これは円盤のガス密度

が薄くなっていると解釈されている。この系は、中心部に高温の小さな円盤があり、中心

星から 100AU程度離れたところにギャップがあって、その外側に厚い円盤が存在してい

ると考えられている。

技術的な進歩に伴って、いろいろな波長で原始惑星系円盤の詳細な観測が今後増えてい

くであろう。これらの観測によって、理論的な制限もつけられることが期待でき、今後、

より現実的な惑星形成理論を構築できるようになることも期待される。
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図 4.12 HD142527の撮像観測より得られた放射強度の円盤の半径方向の分布。中

心に放射強度の強い部分があり、0.6′′ 程度離れたところでいったん放射強度が弱

くなっている。その周囲に少し放射強度の強い領域がある。上は中心まで含めた

観測結果であり、下は中心付近の光が強い部分の広がりを差し引いた結果である。

Fujiwara et al. [23]より転載。
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第 5章

原始惑星落下問題の円盤内トロイダ
ル磁場による解決の可能性

ここまでで、原始惑星落下問題は非常に深刻な問題であることを見てきた。Type I惑

星移動は惑星とその周囲のガス円盤との局所的な相互作用で決まっているので、円盤や惑

星の初期条件の詳細にあまり依存しない一般的な現象であるといえる。

Type I惑星移動による原始惑星落下を止めるアイディアはいくつか提唱されており、乱

流によってトルクをランダムに与えることによって惑星移動の時間スケールを長くすると

いうアイディア [60]や、輻射の効果を入れたエネルギー方程式まで考慮に入れると惑星移

動の方向が逆向きになる [63]という数値計算結果もある。ここでは、特に、Terquem [78]

による円盤内トロイダル磁場による原始惑星移動の方向の変化に関する議論を紹介する。

惑星系形成論は従来磁場の影響を無視して行われてきた。しかし、磁場の影響はダスト

の量やイオン化源の仮定に強く依存しているので、実際には無視できない可能性があるこ

とを 3章でコメントした。本章と次章は、磁場を入れた場合にどのように惑星系形成論が

影響を受けるのかを示す一つの例となる。

5.1 円盤内トロイダル磁場が存在する場合の基礎方程式

原始惑星系円盤にどの程度の磁場がどのようにかかっているかは、観測的にはわかって

いない上に理論的な不定性も大きい。 3章でも指摘したように、原始惑星系円盤では電気

抵抗が大きいので磁場の影響は無視できる可能性があるが、dead zoneが本当に存在する

かどうかについても議論がある。一方、従来のコア集積の標準的なモデルは惑星形成に関

して大きな問題を抱えていることも事実である。そこで、従来は考慮されていなかった磁
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場の影響を考え、惑星形成の問題を解決する可能性を探るという方向性を考えることがで

きる。

Terquemは、磁場が存在すると磁気回転不安定性が起こり、トロイダル磁場が優勢に

なるだろうという推測のもと、円盤にトロイダル磁場がかかっている場合の原始惑星移動

を考察した。円盤がどの程度磁場の影響を受けているかはわからないが、簡単のために理

想MHD方程式を基礎方程式に立てた。また、簡単のために磁気回転不安定性に伴って発

生するであろう乱流の効果は無視している。連続の式は

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0 (5.1)

である。運動方程式は

ρ

[
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
]

= −∇p +
1
4π

(∇× B) × B − ρ∇ψ (5.2)

である。ここで ψ は惑星の作る重力ポテンシャルである。ガスの自己重力は無視した。

誘導方程式は
∂B
∂t

= ∇× (v × B) (5.3)

である。これに状態方程式を加えると式は閉じる。

薄い円盤を考え、物理量を z 方向に平均する。このとき、v や ψ の z 依存性を無視す

ると、連続の式は
∂Σ
∂t

+ ∇ · (Σv) = 0 (5.4)

となる。Σは円盤の面密度である。運動方程式も同様の形になる。状態方程式としては、

この平均化した量にたいして

c2 =
d〈p〉
dΣ

(5.5)

を仮定する。ここで 〈〉は z 方向の平均操作を表わす。

円柱座標 (r, φ, z)を取る。対応する単位ベクトルを er 等と書く。バックグラウンドの

円盤は適当な角速度 Ω(r) で微分回転しているとする。また、バックグラウンドの磁場

(0, B(r, z), 0)とトロイダル成分しか持たないとすると、z方向に平均化した Lorentz力は

1
4π

〈(∇× B) × B〉 = − 1
8π

1
r2

d

dr
(r2〈B2〉)er = Frer (5.6)

となる。
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この状態に惑星による摂動が入ったとする。以下、z 方向への平均操作を表わす 〈〉は省
略する。摂動量には δ をつけて表わす。今までの定式化と同様に摂動量を

δX(r, φ, t) =
∞∑

m=0

δX(r)ei(mφ−ωt) (5.7)

と Fourier変換する。定常状態を考え、惑星の回転が円盤の各半径で Ωp − Ωに見えてい

るという条件から
ω = mΩp (5.8)

である。
σ = ω − mΩ = m(Ωp − Ω) (5.9)

とおき、その上で Lagrange変位

δvr(r) = −iσδξr(r) (5.10)

δvφ = −iσξφ − ξrr
dΩ
dr

(5.11)

を定義する。誘導方程式を用いると δBを ξ を用いて表わせ、運動方程式から δBを消去

できる。Terquemは、変数として δW、ξr、δvφ を取ると式の操作の都合上便利であるこ

とを見出した。ただし、δW はエンタルピー摂動で

δW = c2 δΣ
Σ

(5.12)

と定義される。Lorentz力の摂動を δFrer + δFφeφ とおくと

δFr =
B2

4πr

(
r
d2ξr

dr2
+

(
3
2
b1 − 1

)
dξ

dr
+

(
1
2
b1 − m2

)
ξr

r

)
(5.13)

δFφ =
imb1

8π

B2

r2
ξr (5.14)

となる。ただし

b1 =
d ln(r2B2)

d ln r
(5.15)

b2 =
1

B2

d

dr

(
r2 dB2

dr

)
(5.16)

とおいた。連続の方程式の摂動は

σ

c2
δW = − 1

rΣ
d

dr
(rσΣξr) −

δvφ

r
(5.17)
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となる。運動方程式の摂動は

−m2σ2ξr − 2Ωδvφ = − d

dr
(δW + ψ) +

1
Σ

(
−δW

c2
Fr + δFr

)
(5.18)

σδvφ +
σκ2

2Ω
ξr = −1

r
(δW + ψ) − i

mΣ
δFφ (5.19)

となる。ここに κはエピサイクリック振動数である。式 (5.17) と (5.19)を解いて

δvφ =
1

r2σ2 − c2

[
r2σ2

(
b1v

2
A

2r2
− σκ2

2Ω

)
ξr − rσψ +

c2

Σ
d

dr
(rσξr)

]
(5.20)

δW =
1

r2σ2 − c2

[
−rc2

(
b1v

2
A

2r2
− σκ2

2Ω

)
ξr + c2ψ − c2rσ

Σ
d

dr
(rσξr)

]
(5.21)

ただし、vA は Alfven速度

v2
A =

B2

4πΣ
(5.22)

である。これらを (5.18)に代入することによって ξr に関する二階の微分方程式を得る。

A2
d2ξr

dr2
+

A1

r

dξr

dr
+ A0

ξr

r2
=

1
c2

dψ

dr
− S0ψ (5.23)

ここに

A2 = 1 +
1
β

(
1 − c2

r2σ2

)
(5.24)

A1 =
2c2

r2σ2

(
−1 − κ2

2Ωσ
+

2Ω
σ

+
r2σ2

c2
c1

)
+ 1 + d1 +

b1 − 1
β

(
1 − c2

r2σ2

)
(5.25)

A0 =
r2σ2

c2

(
m2 − κ2

σ2

)
− d2

1 + d2 + 1 − m2 + 2c1d1 +
2Ω
σ

d1

+
2r2σ2

r2σ2 − c2

(
− κ2

2Ωσ
+

2Ω
σ

− 1 + c1

)
+

1
β

[
b1

(
2Ω
σ

− 1
2
− d1

2

(
1 +

c2

r2σ2

)
+

c2

r2σ2 − c2

(
− κ2

2Ωσ
+

2Ω
σ

− 1 + c1

))
+

b1

2
− m2 +

c2

r2σ2
(m2 − 1) − b2

1c
2

4βr2σ2

]
(5.26)

S0 =
1

r2σ2

[
2r2σ2

r2σ2 − c2

(
κ2

2Ωσ
− 2Ω

σ
+ 1 − c1

)
− 2r2Ωσ

c2
+

b1

2β

]
(5.27)
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とおいた。ただし

d1 =
d ln Σ
d ln r

(5.28)

d2 =
r2

Σ
d2Σ
dr2

(5.29)

c1 =
d ln c

d ln r
(5.30)

である。式 (5.23)を惑星の外側の円盤の境界では外向き、内側の円盤の境界では内向き

の波が立つという境界条件の下で解くと ξr が求まり、式 (5.21)を通じて密度揺らぎが求

まる。したがって、円盤にかかるトルクも求めることができる。式 (5.23) は、惑星の周

りの局所近似をしていないことに注意しよう。すなわち、 (5.23)は問題が線型である限

り円盤上の任意の点で成立する方程式である。

5.2 円盤上の波の伝播

まず、惑星が存在しない場合を考え、ガス円盤上を伝わる波の性質を調べよう。動径座

標を x = (r − rp)/rp と惑星の位置を中心に取った座標に置き換え、式 (5.23)において

y = ξr exp
[
1
2

∫
A1

A2
dx

]
(5.31)

と変数変換すると、次のような方程式を得る。

d2y

dx2
+ Ky = 0 (5.32)

ここに

K =
A0

A2
− 1

4

(
A1

A2

)2

− 1
2

d

dx

(
A1

A2

)
(5.33)

である。K > 0の領域で波は伝播し、K < 0の領域では波は減衰する。また、明らかなよ

うに A2 = 0の点で方程式は特異である。この点では

m2(Ω − Ωp)2 =
m2c2v2

A

r2(v2
A + c2)

(5.34)

が成立する。つまり、円盤の回転の効果を差し引いた摂動の振動数が、磁場に沿って伝播

する遅い磁気音波の振動数に一致している。この点を Terquemは磁気的共鳴 (magnetic

resonance) と呼んだ。磁気的共鳴は惑星の内側と外側にそれぞれ一つずつ存在すること

に注意しよう。

103



図 5.1は Kの符号と磁気的共鳴の位置を各 mのモードごとに調べた図である。これを

見ると、惑星の十分遠方では波は伝播し、あるところより惑星に近くなると波の減衰領域

に入る。この境界点は磁場のないときに比べて惑星からより遠ざかっている。この境界点

よりさらに惑星の近傍では再び波の伝播領域が現れ、高い mのモードではまた波の減衰

領域に入る。磁気的共鳴点は惑星近傍の波の伝播領域の中にあることがわかる。このよう

な構造がなぜ現れるかについて Terquemはあまり言及していないが、この構造は円盤上

を伝わる磁気流体波の性質によるものだと考えられる。この点についてはまた 6章で考

察する。

5.3 磁気的共鳴点における密度揺らぎの発散

磁気的共鳴点の位置を r = rM とおく。この点は方程式 (5.23)の特異点である。そこ

で、この点の周りで方程式を展開して、磁気的共鳴点近傍の解の振る舞いを調べよう。動

径座標を x = (r−rM )/rM に取り、x ∼ 0で最も大きな項だけを取ると、方程式 (5.23)は

x
d2ξr

dx2
+

dξr

dx
+ Aξ = rMS (5.35)

となる。ただし

A = ∓ βM

3(1 + β
3
2
MhM )

(
m2h2

M

1 + βM
+ 5 +

6
βM

)
(5.36)

S =
1

3(1 + βM )hM

[
∓βM

(1 + βM )
1
2

(
1

r2Ω2

dψ

dx

)
x=0

+
3 + βM

hM

(
ψ

r2Ω2

)
x=0

]
(5.37)

である。複号は上が惑星の内側の共鳴点、下が外側の共鳴点に対応する。添え字にM を

つけた量はすべて磁気的共鳴点の位置で評価するものとする。方程式 (5.35) の一般解

は、任意定数を C、C ′ として

ξr

rM
=

S
A

+
π

2
CY0(2

√
Ax) + C ′J0(2

√
Ax) (5.38)

となる。ここに J0 および Y0 はゼロ次の Bessel函数である [1]。この方程式は x = 0に

特異点を持つが、特異点は x を x + iγ と複素数に拡張することで回避できる。ここに

γ ¿ 1は正の定数で、実効的な粘性の効果を表わす。符号が正に定まる理由は、Goldreich

and Tremaineの境界点共鳴の解析のところで述べたように、粘性の場合 ω が正の虚部を

持つことに対応していることからきている。|x| ¿ hM での Bessel 函数の近似式を用い
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図 5.1 トロイダル磁場のかかった円盤上を伝わる波の伝播の様子。横軸がモード

m、縦軸がスケールハイトH = c/Ωで規格化した半径 (r − rp)/H である。スケー

ルハイトは H/r = 0.03に固定している。図は上から β = 0.1、β = 1、β = 10 の

円盤である。K = 0となる点が R1、R2、R3で示してあり、太線が磁気的共鳴点で

ある。斜線をつけた領域は波の減衰領域である。比較のために、Artymowicz [3]に

よって求められた実効的な Lindblad共鳴の位置が点線で示してある。Terquemの

論文 [78]より引用。
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て、磁気的共鳴近傍では

ξr

rM
∼ C ln [4A(x + iγ)] ∼ C

(
ln |4Aγ| + iarctan

γ

x

)
(5.39)

とかける。式 (5.20)および (5.21)を用いて速度の φ 成分の摂動とエンタルピー摂動を求

めると
δW

r2
MΩ2

∼ C
h2

M

β2
M (x + iγ)

(5.40)

δvφ ∼ ∓C
(1 + βM )

1
2 hM

βM (x + iγ)
(5.41)

となり、密度揺らぎに 1/xのような発散が現れることが示唆される。γ → 0のとき

1
x + iγ

→ P 1
x
− iπδ(x) (5.42)

であるので、この点でデルタ関数的な発散が存在し、磁気的共鳴点で強いトルクがかかっ

ていることが示唆される。

5.4 トロイダル磁場のかかった円盤における惑星移動

Terquemは、式 (5.23)を、必要な境界条件の下で数値的に計算することによって円盤

にかかるトルクを計算した。必要な境界条件とは、円盤の外側で波は外向きに進行し、円

盤の内側で波は内向きに進行するという条件である。その結果求められた、一つのモード

m についてのエンタルピー摂動が図 5.2 である。磁気的共鳴点付近で密度の強い発散が

存在する。また、円盤の各半径にかかるトルクを表わしたのが図 5.3である。惑星の両

側にある磁気的共鳴で強いトルクがかかっていることがわかる。また、惑星の両側でトル

クの大きさに多少の差があることが見えており、この差が惑星にかかるネットのトルクの

大きさを決めている。図 5.4には磁場のプロファイルのパラメタ b1 を変えたときに、円

盤にかかる一つのモードのトルクを計算した表を示す。トルクを積分する範囲を、円盤の

内縁から内側の Lindblad共鳴 σ(rILR) = −κ、内側の Lindblad共鳴から惑星の位置 rp、

惑星の位置から外側の Lindblad共鳴 σ(rOLR)、外側の Lindblad共鳴から円盤外縁の四

つの領域に分けて、それぞれの範囲でかかるトルクの比較も行っている。これを見ると、

バックグラウンドの磁場のプロファイルが B ∝ r−1 より速く落ちるようなプロファイル

のとき (b1 > 1のとき)、ネットで円盤にかかるトルクは負になり、したがって惑星には正

のトルクがかかることがわかる。また、この変化をもたらしているのは、b1 が小さくなる
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図 5.2 磁場のかかった円盤におけるエンタルピー摂動。パラメタは Σ、c が一定、

c/(rpΩp) = 0.03、B2 が一定、β = 1と取っている。波形はm = 10のモードを示

しており、実線が実部、破線が虚部を表わす。下の二つの図は磁気的共鳴点付近の

拡大図である。

につれ、rILR < r < rp にかかるトルクの影響が大きくなっていくためであることも読み

取れる。図 5.5は、モードごとの全トルクを、β を変えてプロットした図である。ここで

は b1 = −1に固定してある。これを見ると、磁場の影響で円盤にかかるトルクは負にな

る傾向が見られる。全モードを足しあげたトルクは β < 10ならば負になり、惑星移動の

方向が磁場のないときに比べて逆転することが示唆される。
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図 5.3 磁場のかかった円盤にかかるトルク。パラメタは図 5.2 と同じである。上

の図は円盤の各半径にかかるトルクを円盤内縁から外に向かって積分したものであ

り、下の図は惑星を中心に外側と内側に向かって積分したものである。実線が外向

きの積分、点線が内向きの積分であり、トルクの絶対値を表示している。円盤の外

側と内側で非対称性が見えている。Terquemの論文 [78]より引用。
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1 ( in ILR) ( ILR p) ( p OLR ) ( OLR out) Tot al t or que

8 172 110 624 194 536
7 171 153 553 186 415
3 165 305 408 208 146
2 163 344 377 209 79
1 160 385 333 211 1
0 158 423 298 217 66
1 154 463 263 217 137
3 155 570 184 217 324
5 145 641 129 225 432
8 105 645 69 225 456

126 333 310 170 21

図 5.4 磁場のかかった円盤にかかるトルクの大きさ。トルクの大きさは Σpr4
pΩ2

p

で規格化している。パラメタは d1 = 0、cが一定、c/rpΩp = 0.03、β(rp) = 1とな

るようにして、磁場のプロファイル b1 を変化させた。m = 10のモードからかかる

トルクを計算している。一番下の行は磁場のない場合の結果である。Terquemの論

文 [78]より引用。
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図 5.5 磁場のプロファイル b1 を固定したときに、各モードからかかるトルク。パ

ラメタは d1 = 0、c/(rpΩp) = 0.03、c は一定、b1 = −1 として、β(rP ) の値を変

化させている。白抜きの点が β = ∞ に対応し、上から順に β = 103、β = 102、

β = 10、β = 1、β = 0.1の結果を示している。Terquemの論文 [78]より引用。
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第 6章

原始惑星移動における円盤内ポロイ
ダル磁場の影響

Terquem [78]は、原始惑星移動に対する原始惑星系円盤にかかったトロイダル磁場の

影響を線型解析を用いて考察し、原始惑星移動の方向が逆になりうることを示した。これ

は、原始惑星移動の問題について磁場の影響が重要である可能性を示しており、より詳し

く考察する必要があるものと考えられる。そこで、本章では原始惑星移動における円盤内

ポロイダル磁場の影響を線型解析によって考察する。ポロイダル磁場とトロイダル磁場は

互いに相補的な関係にあると考えられるので、両方の場合での物理がわかれば、より一般

の場合を理解する手がかりとなる。この解析では、特に、Terquemの求めていなかった

Goldreich and Tremaineのトルク公式に類する式の導出を目標とする。また、Terquem

の言う磁気的共鳴点についても考察し、トロイダル磁場の場合に数値的に示された密度揺

らぎの発散についても議論する。

6.1 基礎方程式

ガス円盤の運動を支配する基礎方程式は次の理想 MHD 方程式である。原始惑星系円

盤のガスの状態によっては理想MHDは良くない可能性があるが、式の取り扱いを簡単に

するために理想MHDを使う。

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0 (6.1)

∂v
∂t

+ v · ∇v = −∇p + FLorentz + Fext + Fp (6.2)
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∂B
∂t

= ∇× (v × B) (6.3)

これらの方程式と状態方程式で式は閉じる。状態方程式については後述する。ここで、

FLorentz は Lorentz力を表わす。

FLorentz =
1
4π

(∇× B) × B (6.4)

Fext は円盤にかかるバックグラウンドの力で、原始惑星系円盤の問題の場合は中心星

による重力に相当する。

Fp は円盤にかかる摂動の力で、今の問題の場合は原始惑星系円盤内に形成された惑星

による重力である。重力ポテンシャルを

ψp = − GMp

|r − rp|
(6.5)

と書けば、Fp = −∇ψp と与えられる。ここで、rp は円盤上の惑星の位置であり、Mp は

惑星の質量である。実際には惑星は中心星を中心に回転しているのではなく、中心星と惑

星の共通重心の周りを回転しているので上の表式には付加項が現れるべきであるが、この

部分は今回の解析に大きな影響は与えない。円盤にかかるトルクの表式を求めるために

は、摂動の具体的な形は必要ないが、数値計算のためには必要になる。

原始惑星移動の時間は惑星が中心星の周りを一回転する時間に比べて十分に長いので、

惑星の軌道は変化しないとしてよい。この仮定の上で惑星が円盤に起こす波を解析し、円

盤の各点にかかるトルクを計算する。その反作用が惑星にかかるとすれば、惑星の単位時

間当たりの角運動量変化がわかるので、原始惑星移動の時間スケールを見積もることがで

きる。今回は簡単のために、惑星は円軌道に乗っているとする。

以下、円柱座標 (r, φ, z)を用いる。各方向の単位ベクトルを er 等と表わし、バックグ

ラウンドでは円盤に垂直方向の磁場 B = B0(r)ez がかかっているとしよう。各々の物理

量を次のようにバックグラウンドと摂動に分解する。

ρ → ρ0 + δρ (6.6)

添字にゼロをつけた量はバックグラウンドの量であり、δ をつけた量が摂動量である。方

程式を摂動の一次まで取り、線型化しよう。

バックグラウンドは、惑星による摂動のない状態で円盤の回転による遠心力・圧力勾配

力・ローレンツ力がつりあって定常状態にあるとする。バックグラウンドの量はすべて軸

対称であり、さらに z 方向にも一様であるとする。z 方向の一様性の仮定は、Fext が z に
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よらないとすればコンシステントである。原始惑星円盤の問題のように Fext が z 方向に

一様でない場合はコンシステントではないが、円盤の赤道面付近の十分狭い領域を考える

として、このような仮定を置くことにする。この仮定はスケールハイト程度かそれ以下の

スケールで起こる現象を考える上では妥当だと考えられる。バックグラウンドの量は

ρ0 = ρ0(r) (6.7)

v0 = vr0(r)er (6.8)

と、r のみの函数である。バックグラウンドの力のつりあいは運動方程式の動径成分より

得られ、

rΩ(r) =
1
ρ0

(
dp0

dr
+

B0

4π

dB0

dr
− Fext,r

)
(6.9)

である。Fext は、原始惑星系円盤の問題の場合中心星の重力によって決まるが、今回はよ

り一般の問題を考えるために、Fext の形は指定しない。その代わり、惑星の形成されてい

ない円盤における回転則を与えることにする。Kepler回転している円盤の場合、回転角

速度 Ω(r)は Ω ∝ r−1.5 である。

バックグラウンドの軸対称性および z 方向の一様性の仮定より、摂動量を Fourier変換

するとそれぞれの Fourier成分について方程式が分離する。摂動源であるところの惑星の

ポテンシャルを

ψp(r) =
∑
kz

∞∑
m=0

ψ̃p cos(mφ − ωt + kzz) (6.10)

と Fourier変換する。ω は摂動の振動数、mは摂動のパターンの腕の数、kz は z 方向の

波数である。いま、惑星の軌道半径は変化しないとして式を立てているので、惑星の作る

摂動のパターンは惑星の振動数で剛体的に回転していると考えてよい。したがって、摂動

の各モードからみた惑星のパターン速度は Ωp で一定になるので

ω = mΩp (6.11)

である。重力ポテンシャルの表式を代入し、逆変換を行えば

ψ̃p(r) = −GMp

rp
g(r) (6.12)

と与えられ、g(r)は

g(r) =
2

πhp

∫ hp

0

dζ

∫ π

0

dφ
cos(mφ + rpkzζ)√

1 − 2(r/rp) cos φ + (r/rp)2 + ζ2
(6.13)
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となる。ここで、−H < z < H の範囲にのみ円盤があるとし、hp = H/rp とおいた。ま

た、円盤の厚みは動径方向に変化しないことを仮定している。本来円盤の厚みは円盤の z

方向の静水圧平衡より定まるので円盤の厚み H は動径方向に変化する量であるが、後に

行う局所近似の範囲内ではこれは妥当な仮定である。また、バックグラウンドの厚み方向

の静水圧平衡を考えると音速 cを用いてH ∼ c/Ωが成立するが、後の計算の都合のため、

定式化の段階では H と cは独立なパラメタとして与えることにする。本章では、z 方向

の積分を無視して、g を次のように近似する。

g(r) ∼ 2
π

∫ π

0

dφ
cos(mφ)√

1 − 2(r/rp) cos φ + (r/rp)2 + ε2
=

2
π

bm
1/2(r, ε) (6.14)

ここで、ε ¿ 1 は適当な重力の cutoff を与えるパラメタである。この式は、重力ポテン

シャルを厚み方向に平均した式だとみなしても良い。bm
1/2 は (一般化された)Laplace係数

と呼ばれ、その性質はよく調べられている (Appendix参照)。z 方向の積分を正しく扱っ

た場合の結果については 7章で扱う。定式化の段階では ψ の具体的な形は必要ない。単

に ψの Fourier成分が実数になるように Fourier変換の位相を選んでおけば今後の議論は

成立する。数値計算が必要なときに限って本章では (6.14)を用い、 7章では (6.13) 式

を用いる。

kz の値についてコメントをしておこう。直交性が成立するためには異なる kz のモード

に対して kz − k′
z = πn/H が成立していなければならない。ここに nは整数である。し

たがって、kz は整数 nz と定数 αを用いて kz = α + πnz/H という形になっていなけれ

ばならない。αは円盤表面の境界条件で決まり、z について周期境界条件を課せば α = 0

である。しかし、より一般の境界条件の問題についてもここで行う定式化が使えるよう

に、以下では nz ではなく kz をパラメタとして与えることにし、結果の数値的な計算を行

うときだけ kz = πnz/H とおいて、モードを nz の値で区別することにする。kz を任意

にすると、微分回転する円柱における流れの解析と同じことを行うことになる。

摂動量の Fourier変換は

δρ(r) = <

[∑
kz

∞∑
m=0

δρ(r)e−i(ωt−mφ−kzz)

]
(6.15)

と与える。線型化された方程式は

δρ +
dρ0

dr
ξr + ρ0

1
r

d

dr
(rξr) + ρ0

im

r
ξφ + ikzρ0ξz = 0 (6.16)
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(
1
ρ2
0

dp0

dr
+

B0

4πρ2
0

dB0

dr

)
− c2

ρ0

d

dr
δρ

+ ξr

[
σ2 − 2rΩ

dΩ
dr

− B2
0

4πρ0
k2

z +
1

4πρ0

(
B0

d2B0

dr2
+

(
dB0

dr

)2
)]

+
1

4πρ0

[
B0

dB0

dr

dξr

dr
+ 2B0

dB0

dr

1
r

d

dr
(rξr) + B2

0

d

dr

(
1
r

d

dr
(rξr)

)]
− 2iΩσξφ +

B0

2πρ0

dB0

dr

im

r
ξφ +

B2
0

4πρ0

d

dr

(
im

r
ξφ

)
= −GMp

rp

dg

dr
(6.17)

c2

ρ0

im

r
δρ +

(
σ2 − B2

0

4πρ0

(
k2

z +
m2

r2

))
ξφ

+
(

2iΩσ +
1

4πρ0

im

r
B0

dB0

dr

)
ξr +

B2
0

4πρ0

im

r

1
r

d

dr
(rξr) = −GMp

rp

im

r
g (6.18)

− c2

ρ0
ikzδρ +

ikz

4πρ0
B0

dB0

dr
ξr + σ2ξz = −GMp

rp
ikzg (6.19)

となる。ここで、式の簡単のため、状態方程式として等温の状態方程式

δp = c2δρ (6.20)

を仮定した。cは音速である。これで方程式が閉じる。σ は惑星とともに回転する系で見

た波の振動数で、
σ = ω − mΩ (6.21)

と与えられる。ξ は次の式で定義した Lagrange摂動である。(Appendixを参照)

δvr = −iσξr (6.22)

δvφ = −iσξφ − ξrr
dΩ
dr

(6.23)

δvz = −iσξz (6.24)

式の取り扱いを簡単にするために、惑星の周りでの局所近似を行う。より正確には惑星

の回転周期と円盤の回転周期が等しくなる共回転点、すなわち σ = 0 となる点の周りの展

開だが、バックグラウンドの力のつりあいを見るとわかるように、円盤の回転則はほとん

ど Fext で決まっている。特に、局所近似の範囲内では円盤の回転則と惑星の回転則は同

じものを使ってよい。また、惑星の周囲にかかるトルクが特に大きいことは磁場のかかっ

ていない円盤では良く知られている。局所近似では、惑星の周辺にのみ注目するので、円
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盤の大きさのスケールでゆっくりと変化するバックグラウンドの量は惑星の位置での値で

評価し、定数におく。ただし、原始惑星系円盤の作動回転の効果は変化の一次まで考慮し、

バックグラウンドの流れのシアの効果を取り入れる。式の上では、d/dr,m/r, kz À 1/r

とおけばよい。このとき、線型化された方程式 (6.16)～ (6.19)は

δρ

ρ0
+

dξr

dr
+

im

r
ξφ + ikzξz = 0 (6.25)

−c2 d

dr

δρ

ρ0
+

(
σ2 + 4AΩ − k2

zv2
A

)
ξr+v2

A

d2ξr

dr2
−2iΩσξφ+v2

A

im

r

dξφ

dr
= −GMp

rp

dg

dr
(6.26)

−c2 im

r

δρ

ρ0
+ 2iΩσξr + v2

A

im

r

dξr

dr
+

(
σ2 − v2

A

(
k2

z +
m2

r2

))
ξφ = − im

r

GMp

rp
g (6.27)

−c2ikz
δρ

ρ0
+ σ2ξz = −ik2

z

GMp

rp
g (6.28)

となる。ここに、Aは Oortの A定数であり、

A = −
(

r

2
dΩ
dr

)
r=rp

(6.29)

である。

式 (6.25)～ (6.28)を解いて密度の揺らぎ δρが求まれば、Appendixに示す公式を用い

て円盤にかかる (z方向の)トルクを計算することができる。局所近似の範囲内では、バッ

クグラウンドの円盤は一様としてよいので、

Tm,kz = 2πr2
pGMpρmh

∫
dxg(x)=

(
δρ

ρ

)
(6.30)

ここに、惑星近傍の適当な点を rcとして、積分変数は x = (r−rc)/rcと取った。h = H/rc

は、rc の値で規格化した円盤の厚みである。円盤にかかる全トルク T はこの Tm,kz を

m, kz で和を取ればよい。ただし、mについてはm > 0の範囲で和を取り、kz について

は −∞ < kz < +∞の間で和を取る。惑星にかかるトルクはこのトルクの反作用である。

6.2 原始惑星系円盤における波の生成と伝播

6.2.1 波の生成と伝播を表わす方程式

Goldreich and Tremaine [34]の方法に従って、得られた方程式 (6.25)～ (6.28)を解

き、原始惑星系円盤にたつ波の性質を調べよう。ξz を消去し、適当な変形を行うと

σ2 − c2k2
z

σ2

δρ

ρ0
+

dξr

dr
+

im

r
ξφ = −k2

z

σ2

GMp

rp
g (6.31)
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(
σ2 + 4AΩ − k2

zv2
A

)
ξr − 2iΩσξφ

=
d

dr

[
(c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z

σ2

δρ

ρ0
− σ2 − v2

Ak2
z

σ2

GMp

r
g

]
(6.32)

2iΩσξr +
(
σ2 − v2

Ak2
z

)
ξφ

=
im

r

[
(c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z

σ2

δρ

ρ0
− σ2 − v2

Ak2
z

σ2

GMp

rp
g

]
(6.33)

を得る。ここに v2
A = B2

0/4πρ0 はバックグラウンドの磁場が定める Alfven速度である。

特に式 (6.32)と (6.33)は Goldreich and Tremaine [34]で出てきた運動方程式に磁場が

入った場合の拡張になっていることに注意しておく。式 (6.32)と (6.33)を ξr と ξφ につ

いて解けば

ξr =
1
D

[(
σ2 − v2

Ak2
z

) d

dr
− 2mΩσ

r

]
f (6.34)

ξφ =
i

D

[
−2Ωσ

d

dr
+

(
σ2 + 4AΩ − k2

zv2
A

) m

r

]
f (6.35)

となる。ここで

f =
(c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z

σ2

δρ

ρ0
− σ2 − v2

Ak2
z

σ2

GMp

rp
g (6.36)

と定義した。また、

D = (σ2 − v2
Ak2

z)(σ2 − v2
Ak2

z − κ2) − 4Ω2v2
Ak2

z (6.37)

である。ここで κ2 = 4Ω(Ω − A)はエピサイクリック振動数である。この D は、磁場の

ない場合にはD = σ2(σ2 − κ2)となり、Goldreich and Tremaineのフォーマリズムで出

てきた D を磁場入りの場合に拡張したものになっている。

式 (6.34)および (6.35)を式 (6.31)に代入すると δρ/ρ0 についての方程式が得られる。[
d2

dr2
+

(
d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dr
+

(σ2 − c2k2
z)D

(σ2 − v2
Ak2

z)((c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z)

− m2

r2

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
f =

− σ2D

(σ2 − v2
Ak2

z)((c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z)

GMp

rp
g (6.38)
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これは、磁場がゼロでさらに二次元 kz = 0 の場合、Golkdreich and Tremaine で導か

れたエンタルピー摂動の式に一致するので、Goldreich and Tremaineの方程式を磁場の

入った場合に拡張した方程式であるといえる。

式の見通しを良くするために、Goldreich and Tremaine にしたがってWKB (tight-

winding)近似を行ない、d/dr, kz À m/r としよう。ただし、m2(c2 + v2
A)/(r2Ω2) ¿ 1

を仮定し、式 (6.38)の左辺第三項は残す。これは、薄い円盤の近似を磁場の入った場合

に拡張したものであり、磁場の強さがある程度弱いことを仮定することと同じである。こ

のとき、波の方程式は[
d2

dr2
+

(σ2 − c2k2
z)D

(σ2 − v2
Ak2

z)((c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z)

]
f

= − σ2D

(σ2 − v2
Ak2

z)((c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z)

GMp

rp
g (6.39)

となる。

Goldreich and Tremaineの呼び方にしたがって、D = 0となる点を Lindblad共鳴と

呼ぶことにする。その位置は

σ2 = v2
Ak2

z +
κ2 ±

√
κ4 + 16Ω2v2

Ak2
z

2
(6.40)

で与えられる。ただし、
v2

Ak2
z < 4ΩA (6.41)

のときはマイナス符号に対応する点は存在しない。この条件は、ちょうど磁気回転不安定

性の不安定条件 [5]に一致する。

また、Lindblad共鳴に加えて、σ2 = v2
Ak2

z、σ2 = c2k2
z、および σ2 = c2v2

Ak2
z/(c2 +v2

A)

が満たされる点でも波の伝播領域と減衰領域が入れ替わることがわかる。円盤上を伝わる

波の性質については後述するが、σ2 = c2k2
z の点では、d/dr = ikr = 0 となるので、こ

の点では z 方向に進む音波のモードが共鳴している。そこで、この点を音波共鳴と呼ぶ。

σ2 = v2
Ak2

z となる点では kr → ∞となる。常に kz は存在するので、この点はほとんど動

径方向に向かう Alfven 波の振動数と摂動の振動数が共鳴している。この点を Alfven 共

鳴と呼ぶ。σ2 = c2v2
Ak2

z/(c2 + v2
A)となる点でも kr → ∞となり、この点ではほとんど

動径方向に向かう遅い磁気音波の振動数が摂動の振動数と一致している。この点を slow

wave共鳴と呼ぶことにしよう。これらの共鳴点のうち、音波共鳴に関しては Tanaka et

al. [76]によって異なったフォーマリズムで見つけられている。また、トロイダル磁場の

解析で Terquem [78]によって見つけられた磁気的共鳴と対応していると考えられる。磁
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場のない場合とは対照的に、共回転点 σ = 0は波の伝播の上では特異点にはなっていない

ことにも注意しておこう。波の伝播・減衰の入れ替わる点の近傍ではWKB 近似がよく

ないので、式を解くためにはより注意深い取り扱いが必要になる。円盤にかかるトルクの

計算にもこれらの共鳴点近傍からの寄与が重要になることは磁場のない円盤のときの議論

でも指摘したとおりである。

6.2.2 斉次方程式と円盤上を伝わる波の性質

式 (6.39)は磁場のかかった円盤上にたつ波の性質と深く関わっていることは、磁場の

ない場合と同じである。ここでは、円盤の波の性質を考察しよう。ここでは惑星が存在し

ないとする。r 方向にも Fourier変換したとして d/dr → ikr とおくと式 (6.39)は

− k2
r(σ2 − v2

Ak2
z)

(
(c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z

)
+ (σ2 − c2k2

z)
(
(σ2 − v2

Ak2
z)(σ2 − v2

Ak2
z − κ2) − 4Ω2v2

Ak2
z

)
= 0 (6.42)

となる。σ を振動数 ω に読み替えれば、これは軸方向に磁場がかかり、軸を回転軸と

する回転円筒流体中を伝わる、軸対称な磁気流体波の分散関係である。(例えば Chan-

drasekhar [11]や Boyd and Sanderson [7])軸対称モードが出てきたのはWKB近似を

行って rkr に比べてmを無視したためである。また、振動数が σ になっているのはバッ

クグラウンドの回転によるドップラー効果だと解釈できる。図 6.1および図 6.2は適当

なパラメタの場合にいくつかの kz に対して分散関係 (6.42)を描いたものである。

磁気流体波の分散関係を考えると円盤上に波が伝播できる領域とそうでない減衰領域が

現れることは容易に理解できる。円盤にある振動数 ω の摂動を加えたとき、円盤の各点

では回転の効果によって波の振動数が ω − mΩ と変化を受ける。したがって、円盤の各

半径で異なった振動数の波を感じることになる。分散関係 (6.42)を見ると、ある ω と kz

に対してはこれに対応する実数の kr が存在しない。したがって、このような半径では波

が伝播しない。円盤上に立つ波の性質が磁場の影響によってどのように変化を受けるかに

ついては Appendixで簡単にまとめてある。

共回転点が波の伝播領域になっているかどうかと流体の不安定性が存在するかどうか

の間には密接な関わりがあることに指摘しておこう。共回転点では σ = 0 である。した

がって、共回転点で波が伝播するということは振動数ゼロの摂動を支えるような動径方向

の波長 kr を持った波のモードが存在するということを示唆している。これは逆に、適当

な波長の摂動を与えたときに ω2 < 0となるようなモードが存在していることに対応して

いる。このような場合は一般的に不安定である。例えば、自己重力のかかっている円盤
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図 6.1 回転円筒を伝わる軸対称磁気流体波の分散関係。ケプラー回転を仮定し、

パラメタは β = 1.2、c/rΩ = 0.01 に取った。kz = nz/(c/Ω) として、nz が

0, 1, 3 のときを示す。共鳴点は kr がゼロあるいは発散している点である。横軸を

σ = ω − mΩ(r)と読み替えたとき、k2
r > 0になっている領域は波が伝播する。

では Q < 1となり、重力不安定になると共回転点の周囲は波の伝播領域になることがわ

かっている [34]。今の場合、共回転点が波の伝播領域になるのは磁気回転不安定性が起こ

る場合に対応する。

6.3 音速ゼロ・磁気回転不安定の円盤にかかるトルク

いくつかの特別な場合について、共鳴点付近にかかるトルクを計算しよう。Lindblad

共鳴点付近にかかるトルクは音速がゼロの場合でも、Goldreich and Tremaineの式で表

わせることがわかっている [55]。そこで、音速をゼロとおいて、トルク公式に磁場の影響
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図 6.2 図 6.1と同じ図だが、β = 0.9にとっている。nz = 1, 3の場合のみ示してある。

がどのように入ってくるかを議論する。このとき、波の生成・伝播の方程式は[
d2

dr2
+

(
d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dr
+

D

(σ2 − v2
Ak2

z)v2
A

− m2

r2

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
f

= − D

(σ2 − v2
Ak2

z)v2
A

GMp

rp
g (6.43)

となる。

さて、円盤にかかっている磁場が十分弱い場合に、この方程式を解いて、各共鳴点付近

にかかるトルクを求めよう。ここで、磁場が十分弱いとは、次のような条件を課すことを

言う。
v2

Ak2
z ¿ 4ΩA (6.44)

このとき、円盤は磁気回転不安定であるので、現実には乱流が起きて今回の解析はトルク

の評価としてはよくない可能性がある。しかし、この場合円盤上の波の伝播の様子が簡単
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になるので、トルクを計算しやすい。また、弱い磁場のかかっている極限を考えることに

よって、トルクが磁場によって第ゼロ近似でどのような影響を受けるかも見ることがで

きる。

さて、磁場が十分弱く、さらに音速がゼロの場合、上で述べた共鳴点のうち実際に現

れる点は二つの Lindblad 共鳴のうち正の符号を取ったものと Alfven 共鳴のみである。

Lindblad共鳴のほうが Alfven共鳴より惑星から離れた位置にある。それぞれの点のまわ

りで波を解析し、かかるトルクを計算しよう。

式の取り扱いを簡単にするために、m À 1だが、

m
vA

rΩ
¿ 1 (6.45)

が成立するような十分低いmを考えよう。これは、Goldreich and Tremaineの解析にお

いてmc/(rΩ) ¿ 1を仮定したことに対応する。mが十分低いときに、共鳴点同士が互い

に十分離れていて、相手の影響を受けないことは、それぞれの点での波の解析をするとわ

かる。ここで、薄い円盤の近似に対応する

vA

rΩ
¿ 1 (6.46)

は常に仮定しているものとする。

波の解析の上では、f を変数に取るよりも次で定義される f̃ を変数に取るほうが都合が

良い。

f̃ =
1
v2

A

(
f +

GMp

rp
g

)
=

δρ

ρ
+

k2
z

σ2

GMp

rp
g (6.47)

f̃ に関する方程式は次のようになる。[
d2

dr2
+

(
d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dr
+

D

(σ2 − v2
Ak2

z)v2
A

− m2

r2

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
f̃

=
[

d2

dr2
+

(
d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dr

− m2

r2

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
v2

p

v2
A

g (6.48)

音速ゼロの円盤の波の伝播の様子を図 6.3 に示した。この節では、磁気回転不安定な

モードを取り扱うので、共回転点は波の伝播領域になっている。
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図 6.3 音速ゼロの円盤における波の伝播領域と減衰領域。惑星の片側だけを示し、

波の伝播領域を青、減衰領域をピンクで示してある。kz の大きさによって伝播の様

子は変わり、kz = 0の二次元モードは磁場なしのときと同じである。kz が小さく、

磁気回転不安定のモードに対しては共回転点が波の伝播領域になる。本節で主に取

り扱うのはこの場合である。kz が大きいモードは磁気回転不安定性がおこらず、惑

星近傍は波の減衰領域になる。LR(+)は正の符号を取った Lindblad共鳴、ARは

Alfven共鳴をあらわす。slow wave共鳴と音波共鳴は存在しない。磁場と波数は常

に vAkz の形で式に現れてくるので、磁場の強さを固定して波のモードを変化させ

ることと、波数を固定して磁場の強さを変化させることは同じであることに注意し

ておく。

6.3.1 Lindblad共鳴にかかるトルク

まず、Lindblad共鳴を考えよう。Lindblad共鳴の位置を r = rL とおく。動径座標を

x = (r − rL)/rL と取り直し、式 (6.48)を x = 0のまわりで展開し、最低次を取る。σ は

σ2 ∼ σ2(rL) + 4mAσ(rL)x (6.49)
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と近似して、 [
d2

dx2
− 1

x

d

dx
+ αx − β +

γ

x

]
f̃ =

1
x
SLR (6.50)

を得る。ここに

α =
(

r2D
v2

A(σ2 − v2
Ak2

z)

)
x=0

(6.51)

β = m2

(
σ2 − v2

Ak2
z + 8AΩ

σ2 − v2
Ak2

z

)
x=0

(6.52)

γ = m

(
2Ωσ

σ2 − v2
Ak2

z

)
x=0

(6.53)

SLR =
v2

p

v2
A

([
− d

dx
+ γ

]
g

)
x=0

(6.54)

D =
(

r
dD

dr

)
LR

(6.55)

である。展開が良い近似になっている xの範囲は

x ¿ σ2(rL)
4mAσ(rL)

∼ 1
m

(6.56)

である。

α、β、γ のオーダーを比較しよう。vAkz ¿ Ω が成立しているとき、σ(rL) ∼ Ω な

ので、

α ∼ m
r2Ω2

v2
A

(6.57)

β ∼ m2 (6.58)

γ ∼ m (6.59)

である。そこで、1/m À |x| À mv2
A/v2

p の範囲を考えれば、式 (6.50)の左辺三項目か

ら五項目のなかでで最も大きい項は αxの項である。そこで方程式は[
d2

dx2
− 1

x

d

dx
+ αx

]
f̃ =

1
x
SLR (6.60)

と近似できる。ここで

f̃ =
dζ

dx
(6.61)
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とおき、z = −sgn(α)|α|1/3xとおくと、ζ に関する方程式は

d2ζ

dz2
− zζ = − 1

|α| 23
SLR (6.62)

となり、この一般解は Airy函数を用いて書くことができる [1]。

ζ(z) = −πSLR

|α| 13

[
(Bi(z) + isgn(α)Ai(z))

∫ z

+∞
dtAi(t)

− Ai(z)
∫ z

−∞
dt (Bi(t) + isgn(α)Ai(t))

]
+ C1Ai(z) + C2(Bi(z) + isgn(α)Ai(z)) (6.63)

変数 z において、z → −∞が惑星から離れる方向であるに注意しておく。
さて、適当な境界条件を満たす解を求めよう。Lindblad共鳴点が他の共鳴点から十分

に離れているとき、与えるべき境界条件は、波の減衰領域では指数関数的に増大せず、円

盤の遠方で惑星から波が離れていく方向に進むことである。この境界条件を満たす解は

f̃(z) = sgn(α)
πSLR

|α| 13

[
Bi′(z)

(∫ z

0

dtAi(t) − 1
3

)
+ Ai′(z)

(
−isgn(α) −

∫ z

0

dtBi(t)
)]

(6.64)

である。ここで、′は変数による微分を表わす。
この解は、減衰領域において z ∼ 1となると減衰するので、Lindblad共鳴点の十分近

傍で減衰している。実際、解の変化スケールは

x ∼ α− 1
3 ∼ m− 1

3

(
rΩ
vA

)− 2
3

(6.65)

であるのに対し、Lindblad共鳴近傍での展開がよい近似を与える x の範囲は x ¿ 1/m

であった。したがって、
m

vA

rΩ
¿ 1 (6.66)

のモードを考えている限り解は十分に減衰している。これより高いモードを考えると、

torque cutoff [3] [82]が現れるものと考えられる。

さらに、この解は波の減衰領域の範囲内で十分に速く減衰し、隣にある Alfven共鳴の

影響を受けないことも確かめられる。Alfven共鳴の位置は

σ(rL)2 + 2mAσ(rL)x = v2
Ak2

z (6.67)
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で与えられるので、Alfven共鳴の x座標の値のオーダーは

x =
κ2 +

√
κ4 + 16Ω2v2

Ak2
z

8mAσ
∼ 1

m
(6.68)

である。したがって、今考えているモードでは Alfven共鳴の手前で十分に解は変化して

しまっている。

Lindblad共鳴にかかるトルクは Goldreich and Tremaineの方法と同様にして求める

ことが出来る。式 (6.31)の虚部を取れば

=δρ

ρ
= −=

[
dξr

dr
+

im

r
ξφ

]
(6.69)

であるので、トルクは

Tm,kz = 2πr2mGMpρh=
[∫

dxg(x)
δρ

ρ

]
(6.70)

= −2πr2mGMpρh=
[∫

dx

(
−dg

dx
ξr + imgξφ

)]
となる。ここで、部分積分を用いた。Lindblad共鳴の近傍で式 (6.34)と (6.35)より

=ξr ∼ =
[

v2
A

Dx

(
(σ2 − v2

Ak2
z)

d

dr
− 2mΩσ

r

)
δρ

ρ

]
(6.71)

∼ =
[

v2
A

Dx
(σ2 − v2

Ak2
z)

d

dr

δρ

ρ

]
LR

である。ここで、第二の近似では tight-winding近似を用いている。また、

ξr ∼ −σ2 − v2
Ak2

z

2iΩσ
ξφ (6.72)

であるので、トルクは

Tm,kz ∼ −2πmGMpρh
v2

A(σ2 − v2
Ak2

z)LR

D

×
[
−dg

dx
+

2mΩσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

]
LR

∫
dx

1
x
=

[
d

dx

δρ

ρ

]
(6.73)

=(δρ) = =f̃ なので、 (6.64)の解を代入すれば、

Tm,kz = 2πmGMpρhπ
1
D

κ2 +
√

κ4 + 16Ω2v2
Ak2

z

2
v2

p

[
dg

dx
− 2mΩσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

]2

LR

(6.74)
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とトルクが求まる。このトルクの表式は、vA = 0のとき、Goldreich and Tremaineの表

式に一致する。現在までは Lindblad共鳴にかかるトルクは円盤の物理的性質に無関係で

あると考えられてきたが [44]、磁場の影響を考えると Lindblad共鳴のトルクが変化する

ことが解析的に示された。

また、トルクの絶対値を vAkz/Ωの一次まで展開すると

T ∼ 2πmGMpρhπ
1

4mAκ
v2

P

×
[
1 − 1

2
Ω2

κ2

(
1 + 12

Ω2

κ2

)
v2

Ak2
z

Ω2

] [
dg

dx
− 2mΩσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

]2

LR

(6.75)

となり、[. . . ]LR の前の係数は磁場が入ることによって小さくなることがわかる。また、

Lindblad共鳴の位置は惑星から離れる方向にずれているので、g の値は vAkz が増えると

減少する傾向にあると考えられる。したがって、磁場の影響によって Lindblad共鳴にか

かるトルクが小さくなることが示唆される。実際、式 (6.74)から計算されるトルクの値

を、vAkz/Ωの値ごとにプロットすると図 6.4のようになる。ここで、トルクの規格化は

T

πGMcρr22h(Mp/Mc)2
(6.76)

のように取った。ここでは、Kepler回転 Ω ∝ r−1.5 を仮定した。図 6.4をみると磁場の

影響によってトルクが弱められていることがわかる。図 6.5には、m = 10のモードのト

ルクが磁場によって弱められる様子をプロットした。

最後に、ここで求めた Lindblad共鳴のトルクの公式は磁気回転安定な場合にも応用で

きることをコメントしておこう。ここで行った解析では Lindblad共鳴より惑星から離れ

た側のみが問題であり、惑星との共回転点は出てこない。したがって、今の解析と同様の

解析が磁気回転安定な vAkz À Ωの場合についても成立する。ただし、この場合は解析

の適用範囲が少し異なる。Ω ¿ vAkz の場合、Lindblad共鳴における摂動の振動数は

σ2(rL) ∼ v2
Ak2

z (6.77)

σ2(rL) − v2
Ak2

z ∼ vAkzΩ (6.78)

と評価される。したがって、Lindblad共鳴の周りでの展開が妥当な xの範囲は

x ¿ 1
m

vAkz

Ω
(6.79)

である。α、β、γ はそれぞれ

α ∼ mrkz
rΩ
vA

(6.80)
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図 6.4 Lindblad共鳴にかかるトルクを vAkz/Ωの値ごとにプロットした図。横軸

は m、縦軸は規格化されたトルクである。mの高いモードに対してはここでの式は

正しいトルクを与えないことに注意しておく。

β ∼ m2 (6.81)

γ ∼ m (6.82)

と評価され、したがって、αx À γ/xとなる xの範囲は

x À 1
(rkz)

1
2

( vA

rΩ

) 1
2

(6.83)

である。xの展開が妥当な範囲とあわせて考えると、考えるモードは(
m

rkz

)3

¿ mvA

rΩ
(6.84)

でなければならない。mvA/(rΩ) ¿ 1 でかつこの条件を満たすモードを考えれば Lind-

blad共鳴は孤立している。Alfven共鳴の位置は磁気回転安定な場合でも

x ∼ 1
m

(6.85)
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図 6.5 m = 10のモードにおいて Lindblad共鳴にかかるトルクを vAkz/Ωの函数

としてプロットした図。

であるので、Lindblad共鳴が孤立している条件は

m

rkz

mvA

rΩ
¿ 1 (6.86)

であるが、これは成立している。

6.3.2 Alfven共鳴にかかるトルク

Alfven共鳴点 r = rA は摂動の振動数と z 方向に進む Alfven波の振動数が共鳴する点

である。
σ2(rA) = v2

Ak2
z (6.87)

今度は無次元化した動径座標を

x =
r − rA

rA
(6.88)
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と定め、方程式 (6.48)を x = 0のまわりで展開すると[
d2

dx2
+

1
x

d

dx
− γ

x

]
f̃ =

1
x
SAR (6.89)

となる。ここに

γ =
(

Ω2(rkz)2

mAσ

)
rA

(6.90)

SAR =
v2

p

v2
A

[
dg

dx
− 2A

σ
g

]
rA

(6.91)

と定義した。波は、Alfven共鳴より惑星に近い側で伝播し、惑星から遠ざかる側では減衰

する。展開の最初の項だけとったが、この近似が成立するのは

|x| <
vAkz

mΩ
(6.92)

の範囲である。共回転点 σ = 0となるのは

x = −sgnγ
vAkz

2mA
(6.93)

であるので、この近似は共回転点では marginalである。そこで、方程式 (6.89)は共回

転点まで使えるとし、共回転点での境界条件と、減衰領域での境界条件を与えて解くこと

にしよう。まず、減衰領域では Lindblad共鳴のときと同じように指数関数的に増大しな

いという境界条件をおく。共回転点の境界条件を求めるために、もとの方程式 (6.48)の

対称性に注目しよう。共回転点を r = rc とおき、x̃ = r − rc/rc とおくと、局所近似のも

とでは式 (6.48)は x → −xの変換に対して不変である。したがって、惑星から十分に離

れた点で波は惑星から遠ざかる方向に進むという境界条件を満たす解 f̃ は

f̃(x̃) = f̃∗(−x̃) (6.94)

の対称性をもつ。共回転点では方程式は特異でないので

=f̃(x̃ = 0) = 0 (6.95)

<f̃ ′(x̃ = 0) = 0 (6.96)

が満たされていなければならない。xを用いて書けば

=f̃

(
±vAkz

2mA

)
= 0 (6.97)
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<f̃ ′
(
±vAkz

2mA

)
= 0 (6.98)

が共回転点において満たされるべき境界条件である。複号は、上が惑星の内側の Alfven

共鳴、下が外側の Alfven共鳴を表わす。

さて、これらの境界条件をみたす式 (6.89)の解を求めよう。式の取り扱いの都合上、惑

星の内側にある Alfven共鳴を扱うことにする。外側の共鳴点にかかるトルクは求める値

と絶対値が等しく符号が逆である。

まず、式 (6.89)を

f̃ =
dζ

dx
(6.99)

z = −γx (6.100)

を用いて書き直すと [
d2

dz2
+

1
z

]
ζ =

SAR

γ2
(6.101)

となる。z < 0 が減衰領域に対応する。この方程式の独立な斉次解は、Bessel 函数を用

いて
ζg
hom =

√
zY1(2

√
z) (6.102)

ζd
hom =

√
zH

(1)
1 (2

√
z) (6.103)

とかける [1]。Bessel函数と修正 Bessel函数の関係

Yν(ze
1
2 πi) = e

1
2 (ν+1)πiIν(z) − 2

π
e−

1
2 νπiKν(z) (6.104)

Kν(z) =
1
2
πie

1
2 νπiH(1)

ν (ze
1
2 πi) (6.105)

を用いると、ζd
hom は z → −∞ で減衰する解であることがわかる。ここで、

√
z の位相

は、z < 0 のときに
√

z = |z|1/2 exp[+πi/2] となるように取った。これは、粘性の効果

を考えるとわかる。小さな粘性の効果を考えると振動数 ω は小さな正の虚部を持つが、

σ = 2mAxなのでこれは xが小さな正の虚部を持つことに対応する。z = −γxで、惑星

の内側の共鳴点では γ < 0なので、xが小さな正の虚部を持つことは z が小さな正の虚部

を持つことに対応する。Bessel函数は負の実軸に切断を持つので、
√

z の値は上半平面に

なければならない。

z → ∞で指数函数的には増大しない解は
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ζ(z) =
πSAR

γ2

[
ζg
hom(z)

∫ z

−∞
dtζd

hom(t) − ζd
hom(z)

(∫ z

zc

dtζg
hom(t) − C̃

)]
(6.106)

である。ここに、zc は共回転点の z 座標であり、C̃ は定数である。減衰領域での減衰長

は z ∼ 1すなわち x ∼ 1/γ で与えられることに注意しよう。C̃ を求めるために共回転点

での境界条件を考える。式 (6.97)および (6.98)と ζ の方程式 (6.101)を考えると ζ に課

せられるべき境界条件は

=
(

dζ

dz

)
zc

= 0 (6.107)

<
(

d2ζ

dz2

)
zc

= − 1
zc
<(ζ(zc)) +

SAR

γ2
= 0 (6.108)

である。したがって、C̃ を決める方程式は

<(C̃)J1(2
√

zc) −=(C̃)Y1(2
√

zc) =
√

zc

π
− Y1(2

√
zc)zcJ2(2

√
zc) (6.109)

<(C̃)Y0(2
√

zc) + =(C̃)J0(2
√

zc) = −Y0(2
√

zc)zcY2(2
√

zc) (6.110)

となる。ここで、Bessel函数 Jν あるいは Yν に成り立つ公式

d

dx

[
±

(
2√
α

)
x

1±ν
2 Zν±1(

√
αx)

]
= z

ν
2 Zν(

√
αx) (6.111)

および、積分公式∫ ∞

0

dxxµ−1Kν(ax) = 2µ−2a−µΓ
(

µ − ν

2

)
Γ

(
µ + ν

2

)
(6.112)

を用いた。C̃ を求めると、

C̃ =
1

J0(2
√

zc)J1(2
√

zc) + Y0(2
√

zc)Y1(2
√

(zc))

×
[√

zc

π
J0(2

√
zc) − zcY1(2

√
zc)

{
J0(2

√
zc)J2(2

√
zc)

+ Y0(2
√

zc)Y2(2
√

zc)
}]

(6.113)

である。ここで、公式

Jν+1(x)Yν(x) − Jν(x)Yν+1(x) =
2

πx
(6.114)
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を用いた。共回転点の z の値は

zc = −γxc =
k2

zΩ2

2(m/r)2A2
(6.115)

であるので、C̃ は磁場の値によらないことに注意しよう。

Lν を Iν あるいは eνπi を表わすものとすると、公式(
1
x

d

dx

)k

[xνLν(x)] = xν−kLν−k(x) (6.116)

が成立する。また、

Iν(x)Kν+1 + Iν+1(x)Kν =
1
x

(6.117)

が成立する。これらを用いて ζ を計算することができ、その結果

ζ(z) =
SAR

γ2
z (6.118)

となる。したがって、Alfven共鳴点で波は生成されない。また、密度揺らぎは Alfven共

鳴において非特異であり、惑星の重力ポテンシャルと位相がそろっている。Alfven 共鳴

にかかるトルクは明らかにゼロである。

6.4 小さな音速の影響

ここまでは、音速がゼロの場合を取り扱ってきた。ここからは、音速がゼロでない場合

を考えよう。この場合、式 (6.38)を見ると共鳴点は多く出てくるが、重要なものは惑星か

ら最も離れた点にある共鳴点と slow wave 共鳴点であると考えられる。惑星から最も離

れた点にある共鳴点では円盤上を惑星から離れる方向に進む波が励起され、この波による

角運動量輸送があるのでトルクがかかる。また、slow wave共鳴では密度の発散があり、

この点で局所的にかかるトルクが存在することがこれから行う解析によって示される。そ

の他の共鳴点での解析は、波の伝播領域での境界条件の設定の仕方が難しいので効果は

わかりにくいが、音速ゼロの場合の Alfven共鳴の解析で波の伝播領域への波の生成がな

かったことを考えると、これらの点ではトルクはかからないものと考えられる。

波の生成があったとしても、今の問題では定常状態を考えているので、角運動量の湧き

出しあるいは吸い込みがなければ、共鳴点で波は完全反射され、円盤の内側と外側に向か

う二つの波の効果が互いに打ち消しあうものと考えられる。音速ゼロの場合の解析では

Alfven共鳴では波の伝播の方程式で d/drが 1/xのように発散していた。しかし、求まっ
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図 6.6 c ¿ vA の場合の円盤上の波の伝播領域と減衰領域。必ず正の符号を取っ

た Lindblad 共鳴が最も外側に存在する。Sl が slow wave 共鳴を表わし、So が音

波共鳴を表わす。kz が小さいと磁気回転不安定であるが、kz が大きいと磁気回転安

定になる。磁気回転安定になったときに現れた負の符号を取った Lindblad 共鳴は

kz を上げていくにつれ、音波共鳴と slow wave共鳴を追い越して、惑星から離れた

ところにいく。本節で扱うのは主に磁気回転不安定な場合の Lindblad共鳴と slow

wave共鳴である。

た解は Alfven共鳴で連続であった。このように、共鳴点では方程式に特異性があっても

解には特異性がなく、角運動量の湧き出しや吸い込みはないことが期待される。

この節では、c ¿ vA が成立しているものとする。このとき、Lindblad 共鳴のうち +

の符号を取ったものが惑星から最も離れた点にある共鳴点である。図 6.6に波の伝播の

様子を示した。
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6.4.1 Lindblad共鳴にかかるトルク

まず、音速の効果で Lindblad共鳴にかかるトルクがどのように変化するかを議論しよ

う。まずは、磁気回転不安定性の起こるような場合を考え、Ω2 À v2
Ak2

z が成立している

ものとする。この条件は現実的なモデルを考える際には良くないが、前節で求めた音速ゼ

ロの表式がどのように変化するかを調べるためにこのような仮定を置く。より現実的なモ

デルの場合については後述する。磁気回転安定な場合についてはこの節の最後で議論す

る。また、計算を簡単にするために考えるmの範囲はm À 1だが

m2 c2 + v2
A

r2Ω2
¿ 1 (6.119)

とする。これは、磁場のない場合の tight-winding近似mc/rΩ ¿ 1の拡張である。

トルクの表式は式 (6.30)によって与えられている。式 (6.31)を用いて密度揺らぎを書

き直すと

=
(

δρ

ρ

)
= − σ2

σ2 − c2k2
z

=
(

dξr

dr
+

im

r
ξφ

)
(6.120)

となる。部分積分によって

T = −2πmGMpρhrL

×=
∫

dx

[
4mAσc2k2

z

(σ2 − c2k2
z)2

gξr −
σ2

σ2 − c2k2
z

(
dg

dx
ξr − imgξφ

)]
(6.121)

と書き直される。ここで、動径座標 xは x = (r − rL)/rL と定義し、局所近似 rp ∼ rL を

用いている。rL は Lindblad共鳴の座標でD(rL) = 0によって定義される。Lindblad共

鳴付近 D ∼ 0では式 (6.34)および (6.35)より

ξr ∼ −σ2 − v2
Ak2

z

2iΩσ
ξφ (6.122)

の関係があるので、

T = −2πmGMpρhrL

×=
∫

dxξr

[
4mAσc2k2

z

(σ2 − c2k2
z)2

− σ2

σ2 − c2k2
z

(
dg

dx
+ im

2iΩσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

)]
(6.123)

となる。さらに、式 (6.34)より、

=ξr =
σ2 − v2

Ak2
z

Dx
=

[
df

dr
− m

r

2Ωσ

σ2 − v2
Ak2

z

f

]
∼ σ2 − v2

Ak2
z

Dx
=df

dr
(6.124)
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である。ここで、最後の等号では tight-winding近似 d/dr À m/rを用いた。また、すべ

ての係数は Lindblad共鳴での値をとるものと了解し、D は前節の定義と同様

D =
(

r
dD

dr

)
rL

(6.125)

である。この ξr の表式ををさきのトルクの式に代入すれば

T = −2πmGMpρh
(σ2 − v2

Ak2
z)LR

D

×
[

4mAσc2k2
z

(σ2 − c2k2
z)2

g − σ2

σ2 − c2k2
z

(
dg

dx
− m

2Ωσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

)]
LR

×
∫

dx
1
x
=

[
df

dx

]
(6.126)

を得る。後は、波の方程式を解いて f を求めればよい。

波の方程式は (6.38)によって与えられるが、Lindbladl共鳴の解析の上では

f̃ = f +
σ2

σ2 − c2k2
z

v2
pg (6.127)

を取るほうが音速ゼロのときと並行な議論ができる。f̃ に関する方程式は[
d2

dr2
+

(
d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dr
+

(σ2 − c2k2
z)D

(σ2 − v2
Ak2

z)((c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z)

− m2

r2

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
f̃ =

m2

r2
8Ac2k2

z

3σ2 + c2k2
z

σ2 − c2k2
z

v2
pg − m

r

8Aσc2k2
z

(σ2 − c2k2
z)2

v2
p

dg

dr
+

σ2

σ2 − c2k2
z

v2
p

d2g

dr2

−
(

d

dr
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)[
4σAc2k2

z

(σ2 − c2k2
z)2

m

r
v2

pg − σ2

σ2 − c2k2
z

v2
p

dg

dr

]
− m2

r2

σ2

σ2 − c2k2
z

(σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D
v2

pg (6.128)

である。Lindblad共鳴近傍で展開し、最低次を取ると[
d

dx2
− 1

x

d

dx
+ αx − β +

γ

x

]
f̃ =

1
x
SLR (6.129)

と、音速ゼロのときと同様の式が出る。ただし、それぞれの記号の定義には音速の効果の

分の修正が入っており、

α =
r2
L(σ2 − c2k2

z)D
(σ2 − v2

Ak2
z) ((c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z)
(6.130)
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β = m2 σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ
σ2 − v2

Ak2
z

(6.131)

γ = m2 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D
(6.132)

SLR =
[

4σAc2k2
z

(σ2 − c2k2
z)2

mv2
pg − σ2

σ2 − c2k2
z

(
v2

p

dg

dx
− m

2Ωσ

σ2 − v2
Ak2

z

v2
pg

)]
r=rL

(6.133)

である。Lindblad共鳴を定義する D の式には音速が現れないので、Lindblad共鳴の周

りの展開が妥当である xの範囲は音速ゼロのときと変わらず、磁気回転不安定な場合

x ¿ 1
m

(6.134)

である。

さて、式 (6.129)の右辺でどの項が大きいかを議論しよう。いま、Ω À c2k2
z , v2

Ak2
z を

仮定しているので α、β、γ のオーダーを見積もると

α ∼ m
r2Ω2

c2 + v2
A

(6.135)

β ∼ m2 (6.136)

γ ∼ m (6.137)

となる。したがって、 √
c2 + v2

A

rΩ
¿ x ¿ 1

m
(6.138)

の範囲を考えれば式 (6.129)の左辺第三項から第五項のうち第三項が最も大きく、波の方

程式は [
d2

dx2
− 1

x

d

dx
+ αx

]
f̃ =

1
x
SLR (6.139)

となる。今考えている xの範囲の条件は、冒頭に述べた低い mのモードを考えることと

コンシステントであることに注意しよう。近似された方程式は形式上音速ゼロのときと全

く同じ式であり、解も音速ゼロのときと同様に求めることができる。

z = −sgnα|α| 13 x (6.140)

の変数変換をすれば、解は

f̃(z) = sgnα
πSLR

|α| 13

[
Bi′(z)

(∫ z

0

dtAi(t) − 1
3

)
+ Ai′(z)

(
−isgnα −

∫ z

0

dtBi(t)
)]

(6.141)
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と求められる。展開の妥当な x の範囲内で函数が十分に変化していることや、隣にある

Alfven共鳴に対して Lindblad共鳴が十分に孤立していることは音速ゼロのときの解析と

同じである。

f と f̃ には実数の分の違いしかないので

=f = =f̃ = −πSLR

|α| 13
Ai′(z) (6.142)

である。式 (6.126)に代入して計算すれば、最終的に Lindblad共鳴にかかるトルクの表

式として

Tm,kz = 2πmGMpρhπ
1
D

κ2 +
√

κ4 + 16Ω2v2
Ak2

z

2

× v2
p

[
4mAσc2k2

z

(σ2 − c2k2
z)2

g − σ2

σ2 − c2k2
z

(
dg

dx
− 2mΩσ

σ2 − v2
Ak2

z

g

)]2

LR

(6.143)

を得る。これは、音速ゼロのときは式 (6.74) に一致する。この表式は磁場がゼロでも

Goldreich and Tremaine [34]の表式には一致しないことに注意しよう。これは、z 方向

の波のモードの影響であり、kz = 0ならば Goldreich and Tremaineの表式に一致する。

最後に、求まったトルクの公式は磁気回転安定な vAkz À Ωの場合にも使えることを

議論しておこう。この場合、考えるべきモードの制限が変わることも音速ゼロの解析のと

きと同様である。後の都合を考えて、c2 ¿ v2
A の条件はおかずに式を書いておこう。ま

ず、Lindblad共鳴のまわりの展開が有効な xの範囲は

x ¿ 1
m

vAkz

Ω
(6.144)

である。α、β、γ の値の評価は

α ∼ m
v2

A

c2
(rkz)2

1

1 + v2
A

c2
vAkz

Ω

(6.145)

β ∼ m2 (6.146)

γ ∼ m (6.147)

となる。αx À β となる xの範囲は

x À m
c2

v2
A

1
(rkz)2

(
1 +

v2
A

c2

vAkz

Ω

)
(6.148)
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である。また、αx À γ/xとなる xの範囲は

x À c

vA

1
rkz

(
1 +

v2
A

c2

vAkz

Ω

)
(6.149)

である。方程式で αxの項か γ/xの項が常に β の項より大きくなっているためには、考

えるモードとして
m

rkz
¿ vA

c

(
1 +

v2
A

c2

vAkz

Ω

) 1
2

(6.150)

を考える必要がある。さらに、αxが最も大きい範囲を調べると、展開が有効な範囲の制

限とあわせて、考える xの範囲は

1
m

vAkz

Ω
À x À c

vA

1
rkz

(
1 +

v2
A

c2

vAkz

Ω

) 1
2

(6.151)

となる。したがって考えるmのモードは

m

rkz
¿ vAkz

Ω
vA

c

(
1 +

v2
A

c2

vAkz

Ω

)− 1
2

(6.152)

に制限される。得られた解が展開の有効な範囲内で十分に変化しているためには

α− 1
3 ¿ 1

m

vAkz

Ω
(6.153)

でなければならないが、これを書き換えると(
m

rkz

)2

¿ v2
Ak2

z

Ω2

v2
A

c2
vAkz

Ω

1 + v2
A

c2
vAkz

Ω

(6.154)

となり、少なくとも vA À cであればコンシステントである。Alfven共鳴と十分に離れて

いる条件は、Alfven共鳴の位置が磁気回転安定な場合でも x ∼ 1/mと評価されるので、(
m

rkz

)2

¿ v2
A

c2

1

1 + v2
A

c2
vAkz

Ω

(6.155)

となる。とくに c ¿ vA の場合、この条件は(
m

rkz

)2

¿ Ω
vAkz

(6.156)

と評価されるから、これが考えるmのモードの最も厳しい制限になる。
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図 6.7には Lindblad共鳴にかかるトルクを β = c2/v2
A = 0.6、c/rΩ = 0.01の時にプ

ロットしたものを載せる。また、磁場による変化の様子を図 6.8に載せた。音速ゼロのと

きの解析と同様、高い kz のモードは小さくなる。β が 1に近づくにつれてトルクが強く

なる様子が見えているが、これは σ2 − c2k2
z の項の効果である。磁場の強さを変化させた

ときに Lindblad 共鳴のトルクがどのように変化するかは、c > vA のときにもまた議論

する。
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図 6.7 Lindblad共鳴にかかるトルク。β = 0.6で c/rΩ = 0.01の場合の kz 依存

性を示す。kz = πnz/(c/Ω)と取っている。

6.4.2 Slow wave共鳴にかかるトルク

音速がゼロでない場合、共鳴点として興味深いのは slow wave 共鳴である。なぜなら

ば、この点では密度揺らぎが真に発散し、小さな粘性が効果的にきいてトルクがかかるこ

とが示されるからである。ここでも、今までと同じように磁気回転不安定である程度に

磁場が弱い場合を考え、その磁場よりもさらに小さな音速が入ったときのトルクを考えよ

う。すなわち、c2 ¿ v2
A とする。slow wave共鳴は Alfven共鳴よりさらに惑星の近くに
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図 6.8 Lindblad 共鳴にかかるトルク。nz = 1 のモードを β を変えてプロットし

た。比較のために nz = 0 のトルクもプロットしてある。c/rΩ = 0.01 にとって

ある。

存在し、slow共鳴と惑星の間には他の共鳴点はない。

音速がゼロでないときは円盤上の波の伝播を記述する方程式は (6.38) で与えられる。

この方程式を slow wave共鳴

σ2(rsl) =
c2v2

A

c2 + v2
A

k2
z (6.157)

の近傍で展開し、最低次を取ると[
d2

dx2
+

(
d

dx
ln

σ2 − v2
Ak2

z

D

)
d

dx
+

r2D

c2 + v2
A

c4

v4
A

1
4mAσ

1
x

− m2 (σ2 − v2
Ak2

z + 8AΩ)D − 16AΩσ2
(
σ2 − v2

Ak2
z − 1

2κ2
)

(σ2 − v2
Ak2

z)D

]
f

=
r2D

c2 + v2
A

c2

v2
A

1
4mAσ

1
x

v2
pg (6.158)
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となる。ここで、各項の係数は slow wave共鳴での値をとるものと了解する。動径座標 x

は

x =
r − rsl

rsl
(6.159)

と定義した。tight-winding近似 d/dx À mを用いて、左辺第二項は無視しよう。また、

展開が良い範囲は

σ2 ∼ c2v2
A

c2 + v2
A

k2
z + 4mAσx (6.160)

より

x ¿ ckz

mΩ
(6.161)

の範囲であるが、式 (6.158)の左辺第三項と第四項を比較すると

x ¿
(

rkz

m

)2
ckz

mΩ
(6.162)

の範囲では第三項のほうが大きい。tight-winding近似 m ¿ rkz を考えているので、第

三項に比較して第四項を無視しよう。結局、波の伝播の方程式は次のように近似される。[
d2

dx2
− α

x

]
f = −Ssl

x
(6.163)

ここに、

α = − r2
slD

c2 + v2
A

c4

v4
A

1
4mAσsl

(6.164)

Ssl = − r2
slD

c2 + v2
A

c2

v2
A

1
4mAσ

v2
pg(x = 0) (6.165)

と定義した。α の符号は、惑星の内側で負、外側で正であることに注意しよう。以下、

Alfven共鳴の解析のときと同じように、惑星の内側の共鳴点のみ考える。z = −αxの変

数変換をすれば [
d2

dz2
+

1
z

]
f =

Ssl

α

1
z

(6.166)

となる。slow wave共鳴から惑星の側 (z > 0)は波の伝播領域であり、逆側 (z < 0)は波

の減衰領域である。解が満たすべき境界条件は、減衰領域では指数関数的には増加しない

ことと、共回転点で
=f(xc) = 0 (6.167)

<f ′(xc) = 0 (6.168)
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が満たされることである。ここで、xc は共回転点の座標で

xc =
1

4mA

cvA√
c2 + v2

A

kz (6.169)

によって与えられる。ここで、xc ∼ ckz

mΩ であるので、共回転点では方程式の展開の妥当

性は marginalであるが、取り扱いの簡単のため、式 (6.166)が共回転点でも使えるもの

として議論しよう。 (6.166)の斉次解は Bessel函数を用いて書ける。独立な斉次解を

fd
hom =

√
zH

(1)
1 (2

√
z) (6.170)

fg
hom =

√
zY1(2

√
z) (6.171)

に取る。Alfven 共鳴の考察と同じように小さな粘性の効果を考えると、z < 0 のとき、
√

z = |z| 12 exp(+πi/2) と位相を選ばなければならない。このとき、fd
hom は減衰領域で

指数函数的に減衰する解である。減衰長は z ∼ 1で与えられる。c < vA のとき、slow共

鳴の隣にある共鳴点は音波共鳴であるが、音波共鳴と slow共鳴が十分に離れているため

には (vA

c

)3

¿ rkz

m
(6.172)

が満たされていなければならないことに注意しよう。ここでは、この条件が満たされてい

るとして議論を進める。なお、この条件が成立しているとき、共回転点の座標は

zc = −αxc ∼
(

rkz

m

c3

v3
A

)2
v2

A

c2
À 1 (6.173)

なので、共回転点と slow共鳴も十分に離れていることに注意しておく。

減衰領域での境界条件を満たす一般解は

f(z) =
πSsl

α

[
fg

hom(z)
∫ z

∞
dt

fd
hom(t)

t
− fd

hom(z)
(∫ z

zc

dt
fg

hom(t)
t

− C̃

)]
(6.174)

である。ここで、小さな粘性の効果を考えると、z は小さな正の虚部を持っているので、

非積分函数の 1/tの部分は次のような超函数として扱う必要がある。

1
t
→ 1

t + iε
= P 1

t
− iπδ(t) (6.175)

ここに、P は主値積分を表わす。共回転点での境界条件を定めると定数 C̃ の値が決まる。

共回転点での境界条件は (6.95)および (6.96)で与えられるから、C̃ を定める方程式は

<(C̃)Y1(2
√

zc) + =(C̃)
√

zcJ1(2
√

zc) = Y1(2
√

zc)Y0(2
√

zc) (6.176)
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<(C̃)J0(2
√

zc) −=(C̃)Y0(2
√

zc) = Y0(2
√

zc)J0(2
√

zc) (6.177)

である。これを解くと
C̃ = Y0(2

√
zc) (6.178)

と決まる。

f(z) の項には z = 0 で発散する項があるが、これらは互いに打ち消しあい、f(z) は

z = 0で有限であることに注意しよう。積分を計算すると、z > 0では

f(z) =
Ssl

α
(6.179)

z < 0では

f(z) =
πSsl

α

[
1 − 4|z| 12 K1(2|z|

1
2 )

]
(6.180)

また、z = 0で
f(z = 0) = 0 (6.181)

である。Alfven共鳴のときと同じように、slow wave共鳴では波の生成は起こらない。し

かし、z ∼ 0 の極限で f(+0) = Ssl/α および f(−0) = −Ssl/α となっており、f(z) は

slow wave共鳴で不連続だが有限である点で Alfven共鳴のときとは異なる。f は常に実

数である。

トルクの計算に必要なのは密度揺らぎの虚部である。f と密度揺らぎの関係は、slow共

鳴の周辺で

δρ

ρ
=

σ2

(c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z

(
f +

σ2 − v2
Ak2

z

σ2
v2

pg

)
(6.182)

∼ − α

(c2 + v2
A)4mAσslz

(
c2v2

Ak2
z

c2 + v2
A

f(z) − v4
Ak2

z

c2 + v2
A

v2
pg

)
と与えられる。f(0) = 0だが g(0) 6= 0なので、密度揺らぎは slow wave共鳴の点で発散

していることに注意しよう。z は正の小さな虚部を持つことに注意すれば密度揺らぎの虚

部は

=δρ

ρ
= − α

(c2 + v2
A)4mAσsl

π
v4

Ak2
z

c2 + v2
A

v2
pg(z)δ(z) (6.183)

となる。したがって、円盤にかかるトルクを計算すれば

Tm,kz = −2πmGMpρhr2
sl

π

4
rkz

m

c

rA

v3
Av2

p

c2(c2 + v2
A)3/2

g2
sl (6.184)
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と求められる。ここに gsl = g(rsl)と定義した。

Alfven共鳴の解析ではトルクは共鳴点の周りのある程度広がった領域にかかっていた

が、slow 共鳴では密度揺らぎの発散に由来するトルクが共鳴点のごく近傍にのみかかっ

ていることに注意しよう。また、トルクの符号は負であるので、惑星にかかるトルクは正

である。したがって、内側の slow wave 共鳴は惑星を中心星から離す方向にトルクをか

ける。惑星の外側の slow wave 共鳴は惑星を内側に動かすことは方程式の対称性よりわ

かる。

図 6.9 および図 6.10 は slow wave 共鳴にかかるトルクをモード m ごとにプロットし

たものである。パラメタは円盤の回転則と h = c/rΩ、β = c2/v2
A および rkz である。z

方向の波数は rkz = πnz/hと取っている。h = 0.01に固定し、円盤は Kepler回転して

いることを仮定した。トルクの規格化は Lindblad 共鳴のときと同じように取っている。

slow wave共鳴にかかるトルクは

Tsl

πGMcr2ρ2h(Mp/Mc)2
=

π

4
Ω
A

rkz
rΩ
c

1
(1 + β2)3/2

g2
sl (6.185)

と表わされるので、rkz を固定すると T ∝ 1/(1 + β2)3/2g2
sl となるので、g2

sl にかかる係

数は β が大きいほど小さい。一方、slow wave共鳴の位置は

σ2 = Ω2 c2

r2Ω2
(rkz)2

1
1 + β

(6.186)

であるので、共鳴の位置は β が大きいほど共回転点に近くなる。そこで、図 6.9では β が

大きくなるときこの二つの効果の兼ね合いで、β ∼ 0.4のときに最もトルクが強くかかる

ようになっている。また、 β を固定したときは T ∝ rkzg
2
sl となって係数は kz が大きい

ほど大きくなるが、共鳴の位置は離れていく。この場合は後者の影響が勝って rkz が大き

いほどトルクは小さい。

6.5 ガス圧優勢円盤の解析

本節ではより現実的な c À vA の場合を考えよう。このとき、惑星から最も離れた共

鳴点は正の符号を取った Lindblad共鳴または音波共鳴である。ある程度 kz が小さけれ

ば Lindblad 共鳴のほうが外側にあるが、高い kz のモードでは音波共鳴が外側に来る。

図 6.11に波の伝播の様子を示した。
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図 6.9 slow wave 共鳴にかかるトルクを nz = 1 のモードについて c/rΩ = 0.01

の場合に β = c2/v2
A の値を変えてプロットした図。横軸はm、縦軸は規格化された

トルクである。

6.5.1 音波共鳴と三次元モードの suppression

c À vA のとき、惑星から最も離れた点にある共鳴点は音波共鳴

σ2 = c2k2
z (6.187)

あるいは正の符号を取った Lindblad共鳴

σ2 = v2
Ak2

z +
κ2 +

√
κ4 + 16v2

Ak2
zΩ2

2
(6.188)

のどちらかである。まず、現実的なモードを考えると kz ∼ nz/H であるので、ckz ∼ nzΩ

となることに注意しよう。円盤が磁気回転不安定 vAkz ¿ Ω の場合、Lindblad 共鳴で

は σ ∼ κであるので、nz & 1のモードを考えれば音波共鳴のほうが Lindblad共鳴より

惑星から離れた側にある。磁気回転安定 vAkz À Ω の場合は Lindblad 共鳴においては
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図 6.10 slow wave共鳴にかかるトルクを β = 0.05および c/rΩ = 0.01の場合に

nz の値を変えてプロットした図。横軸は m、縦軸は規格化されたトルクである。

σ ∼ vAkz となるので c À vA であればやはり音波共鳴が惑星より離れた側に来る。した

がってある程度大きな kz のモードを考える上では音波共鳴が最も惑星から離れた位置に

ある。音波共鳴と Lindblad 共鳴の間には波の減衰領域があるので、Lindblad 共鳴で生

成された波は惑星から無限に離れる方向に進むことができなくなり、このとき Lindblad

共鳴にかかるトルクは小さくなるものと考えられる。代わって、音波共鳴にかかるトルク

がきいてくると考えられるので、音波共鳴の近傍を詳しく解析しよう。そして、Tanaka

et al. [76]によって得られた三次元モードは二次元モードに比較して小さくなるという結

果を彼らとは異なったフォーマリズムの中で導こう。

音波共鳴の動径座標を
σ2(rS) = c2k2

z (6.189)

とおく。動径座標を

x =
r − rS

rS
(6.190)

にとり、x = 0のまわりで波の方程式 (6.38)を展開する。tight-winding近似によって一
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図 6.11 c À vA の場合の円盤上の波の伝播領域と減衰領域。kz が小さいと正の符

号を取った Lindblad共鳴が最も外側に存在する。kz が大きくなると音波共鳴が最

も惑星から離れた場所に来る。また、kz が小さいと磁気回転不安定であるが、kz が

大きいと磁気回転安定になる。磁気回転安定になったときに現れた負の符号を取っ

た Lindblad共鳴は kz を上げていくと slow wave共鳴を追い越して、惑星から離れ

たところにいく。本節で扱うのは主に音波共鳴、正の符号を取った Lindblad 共鳴

および磁気回転不安定な場合の slow wave共鳴である。

回微分の項を無視すると [
d2

dx2
+ αx − β

]
f = −SSR (6.191)

となる。ここに

α =
4mAσr2D

c4k4
z(c2 − v2

A)
(6.192)
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β = m2 ((c2 − v2
A)k2

z + 8AΩ)D − 16AΩc2k2
z

(
(c2 − v2

A)k2
z − 1

2κ2
)

(c2 − v2
A)k2

zD
(6.193)

SSR =
Dr2

(c2 − v2
A)c2k2

z

v2
pgSR (6.194)

とおいた。σやDなどの値は音波共鳴での値をとるものと了解する。また、gSR = g(rS)

と定義した。

式 (6.191)の左辺第二項と第三項の大きさを比較しよう。今考えている状況では音波共

鳴が最も惑星から離れた点にあるのでMRI安定な円盤では c2k2
z À Ω2 À v2

Ak2
z であり、

MRI不安定な場合は c2k2
z À v2

Ak2
z À Ω2 である。したがって、MRIの安定・不安定に

関わらず

αx ∼ m
rΩ
c

rkzx (6.195)

β ∼ m2 (6.196)

である。したがって、
x À m

rkz

c

rΩ
(6.197)

の範囲を考えれば式 (6.191)において第二項は第三項に比べて十分に大きい。また、音波

共鳴の周りにおける
σ ∼ c2k2

z + 4mAσx (6.198)

の展開が成り立つ範囲は

x ¿ rkz

m

c

rΩ
(6.199)

である。したがって、
m ¿ rkz (6.200)

のモードを考え、式 (6.197)の成立している範囲で取り扱う限り、式 (6.191)において第

三項を無視してよい。このとき、f に関する方程式は[
d2

dx2
+ αx

]
f = −SSR (6.201)

である。

式 (6.201)を解こう。惑星から十分離れた領域での境界条件は惑星から遠ざかる方向の

波が立っていること、あるいは trailingの波が立っていることであり、減衰領域での境界

条件は波が指数函数的には増大しないことである。z = −α1/3xと変数変換すると[
d2

dx2
− z

]
f = −SSR

α
2
3

(6.202)
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となる。惑星の内側の音波共鳴でも外側の音波共鳴でも、z → −∞が惑星から遠ざかる
方向である。遠方で trailingの波になる斉次解は

fout
hom(z) = Bi(z) + isgnαAi(z) (6.203)

であり、減衰領域で消える斉次解は

fev
hom(z) = Ai(z) (6.204)

であるので、求める解は

f(z) =
πSSR

α
2
3

[
Ai(z)

∫ z

−∞
dt(Bi(t) + isgnαAi(t))

− (Bi(z) + isgnAi(z))
∫ z

∞
dtAi(t)

]
(6.205)

である。必要なのは密度揺らぎの虚部である。音波共鳴の近傍では

=
(

δρ

ρ

)
=

σ2

(c2 + v2
A)σ2 − c2v2

Ak2
z

∼ 1
c2

=f (6.206)

であるので、求まった解を代入すれば

=
(

δρ

ρ

)
=

πSSR

c2α
2
3

sgnαAi(z) (6.207)

である。トルクの公式 (6.30)に代入すれば、

TSR = 2πr2mGMpρh

∫ ∞

−∞
dx

πSSR

c2α
2
3

sgnαAi(−α
1
3 x)g(x) (6.208)

である。摂動ポテンシャルの変化が密度揺らぎの変化に比べて十分ゆっくりだとすれば

g(x)は積分の外に出せて、音波共鳴にかかるトルクの公式として

TSR = sgnα2πr2mGMpρhπ
ckz

4mA

1
c2

v2
pg2

SR (6.209)

を得る。音波共鳴にかかるトルクの大きさは磁場の強さに依存しないことに注意しよう。

この解析が使えるようなmや kz の範囲を確認しておこう。まず、摂動ポテンシャルの

変化スケールが密度揺らぎの変化スケールに比べて十分に短い条件を確認する。密度揺ら

ぎの変化スケールは f の変化スケールであるので、x ∼ α−1/3 程度である。一方、g(x)

の変化スケールは Appendixの Laplace係数の近似表式に示すように x ∼ 1/mであるの

で、密度揺らぎの変化スケールが十分に短い条件は

α− 1
3 ¿ 1

m
(6.210)
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である。これを計算すれば

m2 ¿ rkz
rΩ
c

(6.211)

である。

次に、式 (6.191)において左辺第三項を無視したことと求まった解がコンシステントで

ある条件を調べよう。コンシステントであるためには、解が第三項が無視できない範囲で

はあまり変化してはならないという条件になる。第三項がきいてくる範囲は

x . m

rkz

c

rΩ
(6.212)

であるので、この条件は
α− 1

3 À m

rkz

c

rΩ
(6.213)

とかける。ここから求まるmの条件は (6.211)と同じである。

さらに、この解析が有効であるためには、密度揺らぎは σ を音波共鳴のまわりで展開し

て xの一次まで取る近似が成り立つ範囲で十分に変化していなくてはならない。σの展開

が有効である範囲は式 (6.199)で与えられるので、この条件は

α− 1
3 ¿ rkz

m

c

rΩ
(6.214)

となる。計算するとmに対する条件は

m ¿ (rkz)2
c

rΩ
(6.215)

である。

最後に、音波共鳴はその隣にある Lindblad 共鳴と十分に離れていなければならない。

Lindblad 共鳴の位置は MRI 安定のときは σ2 ∼ v2
Ak2

z で与えられ、不安定のときは

σ2 ∼ Ω2 で与えられるが、c2k2
z は v2

Ak2
z、Ω2 より十分に大きい場合を考えているので、

その位置はどちらの場合も

x ∼ ckz

4mA
(6.216)

で与えられる。したがって、音波共鳴が十分に離れている条件は

α− 1
3 ¿ ckz

mΩ
(6.217)

である。これを計算すると、mに対する条件は (6.215)と同じになる。

結局、mに関する条件 (6.200)、 (6.211)、 (6.215)をすべて満たすためには

m ¿ rΩ
c

(6.218)
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m ¿ rkz (6.219)

1 ¿ rkz
c

rΩ
(6.220)

のモードを考えれば十分である。第一の条件は torque cutoffのきかない条件と同じであ

ることに注意しよう。

さて、トルクの公式 (6.209)と、以前に Takeuchi and Miyama [74]によって導かれて

いる三次元モードのトルク公式との対応を議論しよう。比較するべき式として、Takeuchi

and Miyamaの論文の公式 (論文の式 (43))はファクターのミスがあるので、ここではよ

り正しい Tanaka et al [76]の (63)式を用いる。彼らの公式は、無次元化した重力ポテン

シャルの記号を本論文のものと対応をつけると

TTM =
π2

2
ΣrGMpn!

√
n

1
cH2A

v2
pg2

SR (6.221)

となる。彼らはバックグラウンドの円盤の構造を考慮に入れた解析をしており、z 方向の

摂動量を Hermite多項式で展開している。nは Hermite多項式の次数である。彼らの n

は、本論文で z 方向の波数を
kz ∼ nz

H
(6.222)

と書いた時の nz にほぼ対応する。規格化の分を考慮して、Takeuchi and Miyamaの公

式における nと本論文の kz を

kz ∼ n!
√

n

H
(6.223)

と対応させ、本論文での ρおよび H と Takeuchi and Miyamaの面密度 Σを

Σ ∼ ρH = ρhr (6.224)

と対応させると、

TTM ∼ π2

2
ρhr2GMp

ckz

2A

1
c2

v2
pg2

SR (6.225)

となり、 (6.209)と数係数を除いて対応がついている。

さて、Tanaka et al [76]では二次元モード (彼らの記号で n = 0、本論文で kz = 0の

モード)に比べて三次元モードのトルクは小さいという結論を得ていた。これは、音波共

鳴の位置を考えると理解できる。共回転点を中心とする座標 x = (r − rc)/rc を取ると、

音波共鳴の位置は
σ2(x) = 4m2A2x2 = c2k2

z (6.226)
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より、音波共鳴における g(x)の値は

gSR ∼ 2
π

K0

(
ckz

2A

)
(6.227)

となる。kz ∼ nz/H ∼ nzΩ/cであるので gSR のオーダーは

gSR ∼ 2
π

K0 (nz) (6.228)

となり、nz & 1のモードでは指数函数的にトルクの強さが減少する。

図 6.12には音波共鳴にかかるトルクを kz のモードごとにプロットしたものを載せた。

トルクの規格化はいつもと同様に

TSR

πGMcr2ρ2h(Mp/Mc)2
=

π

4
Ω
A

rΩ
c

rkzg
2
SR (6.229)

である。円盤は Kepler回転を仮定し、c/rΩ = 0.01、kz = πnz/(c/Ω)とおいた。kz の

大きなモードでは g2
SR にかかる係数は大きくなるが、共鳴の位置が遠ざかるのでトルク

は小さくなる。

6.5.2 Lindblad共鳴点と音波共鳴点の相対的位置関係

c À vA の円盤において、kz の低いモードでは Lindblad 共鳴が最も外側に存在す

る。kz が高くなると、音波共鳴が外側に来る。kz を上げていったときに、音波共鳴

が Lindblad 共鳴と近づいて、やがて場所が入れ替わる。このことを本論文では共鳴の

crossingと呼ぶことにする。

kz の低いモードでは Lindblad共鳴が惑星から最も離れた点にある。c ¿ vA の時の解

析では c ¿ vA の条件は特に使っていないので、Lindblad共鳴での解析は c ¿ vA のと

きと同様である。したがって、トルクの表式としては (6.143) がそのまま使え、とくに

kz = 0では Goldreich and Tremaine の表式と同じトルクの公式に帰着する。この解析

が c À vA の場合でも使える条件は、磁気回転不安定なモード vAkz ¿ Ωでは

m

√
c2 + v2

A

rΩ
¿ 1 (6.230)

であり、磁気回転安定なモード vAkz À Ωでの最も厳しい条件は

m

rkz
¿ vA

c
(6.231)

である。
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図 6.12 音波共鳴にかかるトルク。c/rΩ = 0.01の場合に、nz を変えてプロットしている。

式 (6.143)を見ると、分母に σ2 − c2k2
z が入っている。したがって、これがゼロに近く

なるような場合はトルクが非常に大きくなると考えられる。σ2(rL) = c2k2
z の条件を書き

直すと、プラズマ β を β = c2/v2
A として

(rkz)2 =
r2Ω2

c2

(
4 +

κ2

Ω2
(β − 1)

)
β

(β − 1)2
(6.232)

となる。ただし、解に意味があるのは

c2k2
z − v2

Ak2
z − 1

2
κ2 =

√
κ4 + 16Ω2v2

Ak2
z

2
> 0 (6.233)

が満たされる場合である。すなわち β が

β > 1 +
κ2

2v2
Ak2

z

(6.234)

を満たしている場合のみである。おおむね、音速が Alfven速度より速ければこのような
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ことがありうると考えてよいだろう。rkz ∼ nzr/H とすると、このモードは

n2
z =

(
HΩ
c

)2
β

(β − 1)2

(
4 +

κ2

Ω2
(β − 1)

)
(6.235)

となるので、β & 1のとき nz の大きなモードが発散しており、β À 1のとき nz ∼ 1の

モードが特異になる。

ただし、σ2
LR ∼ c2k2

z のとき、音波共鳴と Lindblad共鳴は非常に近づいているので、こ

の間にある波の減衰領域で十分に波が減衰せず、減衰領域を越えて波が伝わるであろう。

したがって、この場合は Lindblad共鳴のトルクが抑えられる可能性がある。このことに

関する詳しい解析は将来の課題とすることにして、ここでは最大でどの程度のトルクが

Lindblad共鳴にかかりうるかを簡単に評価しよう。

音波共鳴の影響は、減衰領域における波の減衰長の中に音波共鳴が入ってくると起こる

と考えられる。そこで、Lindblad共鳴からみた音波共鳴の位置 xSR が波の減衰長 α−1/3

程度より内側に入るとトルクの発散が抑えられるだろう。xSR ∼ α−1/3 となるとき

σ2 − c2k2
z = (4mAσ)

3
4
(σ2 − v2

Ak2
z)

1
4

(
(c2 + v2

A)σ2 − c2v2
Ak2

z

) 1
4

r
1
2
LD

1
4

(6.236)

となる。σ2 − c2k2
z のとりうる最小の値はこの程度になるものと考えられる。

結局、c À vA のとき、kz を大きくしていったときに惑星から最も離れた共鳴点でかか

るトルクは次のように変化する。まず、kz ∼ 0 のときは Lindblad 共鳴にトルクがかか

る。kz を上げていくと、次第に音波共鳴が近づいてくるのでいったん Lindblad共鳴にか

かるトルクは大きくなるが、さらに kz をあげて音波共鳴が Lindblad共鳴を越えるとト

ルクは再び小さくなる。

図 6.13～ 6.15 に共鳴の crossing の効果を示す。共鳴の crossing が起こったときのト

ルクの詳細な計算は難しいので、オーダー評価をする目的で β > 1かつ xSR < α− 1
3 が満

たされたときに crossingが起こると判断し、crossingが起こる場合には Lindblad共鳴に

かかるトルクを式 (6.236)を用いて評価した。これらのグラフでは、crossingの効果を強

調するために kz = nz/(c/Ω)とおいている。もし kz = πnz/(c/Ω)とおくと、式 (6.235)

の β À 1での nz の収束値が 1/π となり、整数の nz を考え、また β が 1のごく近くを

考えない限り、crossingが問題になることはあまりないこともわかった。

図 6.13には β = 10.0の場合の Lindblad共鳴のトルクを計算したものを示す。このグ

ラフには音波共鳴との crossingやトルクが抑えられる効果を入れていないので、nz = 1

のモードが強くなっている。
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図 6.13 β = 10、c/rΩ = 0.01の場合の Lindblad共鳴にかかるトルク。音波共鳴

との crossingの効果は入れていない。kz = nz/(c/Ω)とおいた計算。

図 6.14 には音波共鳴との crossing の効果を入れた Lindblad 共鳴の値の変化を示す。

図 6.13と比べて nz = 1のモードが抑えられていることに注意しよう。また、nz = 0の

モードも高い m のところで抑えられているが、これは Lindblad 共鳴が共回転点の近傍

に来たことによるもので、磁場なしの場合にトルクの cutoff が起こっていることに対応

する。

現実的には、音波共鳴が Lindblad 共鳴より外側にある場合には音波共鳴にかかるト

ルクを計算する必要がある。図 6.15 には各 kz のモードに対してどの程度のトルクが最

も惑星に離れた共鳴からかかるかをプロットした図を載せた。これを見ると、nz = 1の

Lindblad 共鳴の効果が最も大きいように見えるが、実際には音波共鳴との crossing の

効果でもっと弱くなっているだろう。c/rΩ = 0.01 と取っているのでトルクの cutoff は

m . 100のあたりにあると考えられる。したがって、nz = 0の Lindblad共鳴が最もト

ルクにきくと考えられる。この結果は、Tanaka et al. [76]と定性的に一致する。
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図 6.14 β = 10、c/rΩ = 0.01の場合の Lindblad共鳴にかかるトルク。音波共鳴

との crossingによってトルクが抑えられる効果を入れた。kz = nz/(c/Ω)とおいた

計算。

6.5.3 slow wave共鳴にかかるトルク

音速が Alfven速度よりも速い場合も、円盤が磁気回転不安定である限り slow wave共

鳴に関する解析は前節と同じである。なぜならば、この場合 slow wave共鳴と惑星の間に

は他の共鳴点は存在せず、また惑星と slow wave共鳴の間は波の伝播領域になっているた

めである。ここでは、前節で行った解析が c À vA の場合にも近似の適用できる範囲内に

あることを示そう。

まず、slow wave共鳴の近傍で

σ2 ∼ c2v2
Ak2

z

c2 + v2
A

+ 4mAσx (6.237)
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図 6.15 β = 10、c/rΩ = 0.01の場合に、最も惑星から離れた共鳴点にかかるトル

ク。音波共鳴との crossingによって Lindblad共鳴のトルクが抑えられる効果も入

れている。kz = nz/(c/Ω)とおいた計算。

と展開する近似が成り立つ xの範囲は

|x| ¿ vAkz

mΩ
(6.238)

である。一方、式 (6.158)において左辺第三項が第四項に比べて卓越している xの範囲は

|x| ¿ vAkz

mΩ
r2k2

z

m2
(6.239)

であるから、tight-winding 近似 m/(rkz) ¿ 1 の範囲では第三項が第四項に比べて十分

に大きい。

また、共回転点の位置は

xc =
1

4mA

cvA√
c2 + v2

A

∼ vAkz

mΩ
(6.240)

で与えられるので、共回転点で展開が marginalになることも同じである。slow wave共

鳴の隣にある共鳴点は磁気回転不安定な場合音波共鳴点であるが、これらが十分に離れて
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いる条件は (
rkz

m

)2

À 1 (6.241)

となることがわかる。tight-winding近似を考えている限りこの条件は成立している。以

上によって、c À vA の場合にも前節と同様の slow waveの解析が成立し、トルクの表式

も変わらないことが示された。

磁気回転安定な場合は少し取り扱いが複雑になる。なぜならば、磁気回転安定な円盤に

おいてはもう一つの Lindblad共鳴

σ2 = v2
Ak2

z +
κ2 −

√
κ4 + 16v2

Ak2
zΩ2

2
(6.242)

が現れ、共回転点近傍は波の減衰領域になるためである。円盤が十分に磁気回転安定な

Ω2 À v2
Ak2

z の場合、slow wave共鳴は最も惑星に近い共鳴点であるが、そうでない場合は

この共鳴点が惑星に最も近い点になる。どちらにしても、波の伝播領域での境界条件の設

定が難しくなるので、解析的にトルクを計算するのは難しいだろう。しかし、slow wave

共鳴に関しては定性的な予想を立てることができる。slow wave共鳴でのトルクは本質的

にはこの点における密度揺らぎの発散に起因する。slow waveの近傍では密度揺らぎの変

化が大きく、粘性が強くきいてトルクがかかったのである。したがって、slow wave共鳴

では周囲の状況に関わらずその点に強くかかるトルクがあるものと考えられる。その表式

は、slow wave近傍での波の方程式の展開によって得られるはずであるので、式 (6.184)

は磁気回転安定な円盤においても slow wave 共鳴にかかるトルクの良い近似になってい

るものと考えられる。この予想を確かめるためには数値的な取り扱いが必要になると考え

られるので、将来の課題としたい。現実には c À vA の場合、円盤の厚みが c/Ω程度であ

るために磁気回転不安定性を起こすような長波長のモードが励起されない。したがって、

磁場のかかった円盤と惑星の相互作用を調べる上で磁気回転安定な場合を調べることは重

要である。

6.6 各共鳴点にかかるトルクの比較

音速の効果を入れた場合、Lindblad共鳴や音波共鳴だけでなく slow wave共鳴でもト

ルクがかかることがわかった。そこで、Lindblad共鳴や音波共鳴にかかるトルクと slow

wave共鳴にかかるトルクを比較してみよう。まず、オーダー評価を行う。まず、c ¿ vA

の場合を考えよう。Ω2 À c2k2
z , v2

Ak2
z の場合、Lindblad共鳴にかかるトルクの大きさは、
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式 (6.143)より
TLR

GMpρh
= O

(
1

Ω2
m2v2

P g2

)
(6.243)

と見積もられる。一方、slow wave 共鳴にかかるトルクは、c ¿ vA の場合式 (6.184)

より
Tsl

GMpρh
= O

(
r2

c2
rkz

c

rΩ
v2

P g2

)
(6.244)

と見積もられるので、二つのトルクの強さの比は

TLR

Tsl
= O

(
m2 1

rkz

c

rΩ

)
= O

(
m2h2

)
(6.245)

となる。ここで、第二の等号では rkz ∼ 1/hおよび c/(rΩ) ∼ hと見積もった。したがっ

て、c ¿ vA の場合はWKB近似が成り立つ

mh ¿ 1 (6.246)

の範囲では、slow wave共鳴のトルクのほうが Lindblad共鳴にかかるトルクより強いこ

とが示唆される。図 6.16は β = 0.05および c/rΩ = 0.01の場合について Lindblad共鳴

にかかるトルクと slow wave 共鳴にかかるトルクの大きさを比較したものである。低い

mでは slow wave共鳴の影響が卓越していることがわかる。

c À vA の場合は slow wave共鳴にかかるトルクが弱くなる。実際、slow waveにかか

るトルクを c À vA のときに見積もると

Tsl

GMpρh
= O

(
r2

c2
(rkz)

c

rΩ
v3

A

c3
v2

pg2

)
(6.247)

となる。また、c À vA の場合には音波共鳴がきいてくることがありうるが、音波共鳴に

かかるトルクの大きさは

TSR

GMpρh
= O

(
r2

c2
(rkz)

c

rΩ
v2

pg2

)
(6.248)

である。Tsl と TLR の比は

TLR

Tsl
= O

(
m2 1

rkz

c

rΩ
c3

v3
A

)
(6.249)

と評価される。したがって、Tsl が TLR に比べて卓越するのは

m2 ¿ rkz
rΩ
c

v3
A

c3
(6.250)
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図 6.16 slow wave 共鳴にかかるトルクと Lindblad 共鳴にかかるトルクの比較。

パラメタは β = 0.05、c/rΩ = 0.01とした。z 方向の波数は kz = πnz/(c/Ω)とし

ている。

のモードとなり、(vA/c)3 の分だけ小さいモードしかきかなくなる。また、音波共鳴と

slow wave共鳴のトルクの比は
TSR

Tsl
= O

(
c3

v3
A

)
(6.251)

となるので、やはり slow wave共鳴のトルクは小さい。

図 6.17には β = 10および c/rΩ = 0.01のときに slow wave共鳴と惑星から最も離れ

た共鳴点にかかるトルクを比較したものである。slow wave 共鳴の効果は小さくなって

いる。

WKB近似が崩れるほどに大きなmのモードでは、この式のオーダー評価では Lindblad

共鳴が強くなると予想されるが、実際には torque cutoff の効果があるので Lindblad共

鳴はmの高いモードでは弱くなるであろう。slow wave共鳴でどの程度 torque cutoffが

きくのかは不明であるが、高い mのモードでも slow wave共鳴は重要である可能性があ

る。高いmのモードを調べることは将来の課題としたい。
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図 6.17 slow wave 共鳴にかかるトルクと Lindblad 共鳴にかかるトルクの比較。

パラメタは β = 10、c/rΩ = 0.01とした。z 方向の波数は kz = πnz/(c/Ω)
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第 7章

議論・まとめ・今後の課題

7.1 惑星の重力ポテンシャルを入れたときのトルクの強さ

6章では、g(r)の値として (6.14)を用いて数値計算を行い、slow wave共鳴と Lindblad

共鳴や音波共鳴にかかるトルクがどの程度になるかを評価した。その結果、slow wave共

鳴の nz = 1のモードは Lindblad共鳴の nz = 0モードよりも卓越する可能性があること

がわかった。

そこで、惑星の重力ポテンシャルを (6.13)式を用いてより正しく評価するとどうなる

かを議論しよう。 (6.13) を計算するためには、Appendixの方法で計算した Laplace 係

数を z 方向に Simpson公式を用いて数値積分した。数値積分のコードは Press et al. [28]

のものに適宜変更を加えた。

6章で導かれた slow wave共鳴および惑星から最も離れた共鳴点にかかるトルクの公式

を数値的に計算し、比較を行なう。計算は、β = c2/v2
A および h = c/rΩの値をパラメタ

として、適当なmおよび nz に対して行った。具体的には、β = 0.05、β = 0.9、β = 10.0

および h = 0.01、h = 0.1、h = 1.0について計算した。z方向のモードは rkz = πnz/hと

与えた。共鳴の crossingによってトルクが抑えられる効果も含めて計算してある。図 7.1

～図 7.9にそれらの結果を示す。この結果、どの場合についても、nz = 1モードの slow

wave共鳴にかかるトルクは nz = 0の Lindblad共鳴にかかるトルクよりも小さいことが

わかる。したがって、原始惑星円盤においては、ポロイダル磁場がかかっていても惑星移

動にはあまり影響がないことが示唆される。ただし、円盤が厚いときの結果は、後述す

る理由によって定量的には正しいとは考えられないので、より詳しい計算が今後必要で

ある。

円盤の厚みと磁場の強さを変化させたときの定性的な性質について議論しておこう。ま
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ず、円盤の厚みが厚くなるとトルクの強さは弱くなる。特に、nz = 0の Lindblad共鳴で

さえトルクの強さが落ちていることが図 7.1、 7.2、 7.3を比較することによってわかる。

Lindblad共鳴のトルクの公式 (6.143)を見ると、nz = 0の場合、グラフ上では厚みに依

存しないグラフが描けるはずだが、計算の上で厚いほうがトルクが下がっているのは共鳴

の crossingの効果である。円盤が厚くなることによって Lindblad共鳴で励起される波の

波長が長くなり、ついには共回転点と Lindblad共鳴の crossingが起こる。トルクの解析

的な公式を導出する際には薄い円盤の近似を用いており、また共鳴の crossing の効果も

オーダー評価程度のことしかしていないので、h ∼ 1というような厚い円盤での結果は、

トルクが小さくなるという定性的な評価は正しいとしても定量的には正しいとはいえない

であろう。

次に、磁場の強さを変化させたときのトルクを考える。磁場が影響を与えるのは nz が

1以上のモードなので、このモードを調べよう。まず、外側の共鳴にかかるトルクは磁場

の影響で小さくなる。これは音速ゼロの円盤の場合の Lindblad共鳴にかかるトルクの項

で指摘したように、Lindblad共鳴の位置が磁場の影響によって惑星から遠ざかることが

大きな原因である。ただし、音速が Alfven 速度より速く、音波共鳴と Lindblad 共鳴の

crossing が起こるような状況では、ある程度 nz の大きなモードは音波共鳴で決まること

に注意しよう。いずれにしても、nz ≥ 1のモードは nz = 0のモードに比べて小さい。次

に、slow wave共鳴にかかるトルクを考える。図 7.10に、m = 20、nz = 1のモードに対

して slow wave 共鳴にかかるトルクと磁場の関係を表わしたグラフを示した。これを見

ると、β ∼ 1のあたりで最もトルクが強くなっている。slow wave共鳴にかかるトルクは

T ∝ 1
(1 + β)

3
2
g2

sl (7.1)

であった。また、slow wave共鳴の位置は

xsl ∝
1√

1 + β
(7.2)

である。したがって、β が大きいほど g2
sl にかかる係数は小さくなるが、共鳴の位置が惑

星に近づくので g2
sl の値は大きくなる。この二つの兼ね合いで、適当な β のところで slow

wave共鳴にかかるトルクの大きさは最も大きくなる。
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図 7.1 最も惑星から離れた共鳴点と slow wave 共鳴にかかるトルクの比較。横軸

はm、縦軸は規格化されたトルクである。パラメタは β = 0.05、h = 0.01。
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図 7.2 図 7.1と同じ。パラメタは β = 0.05、h = 0.1。
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図 7.3 図 7.1と同じ。パラメタは β = 0.05、h = 1.0。
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図 7.4 図 7.1と同じ。パラメタは β = 0.9、h = 0.01。
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図 7.5 図 7.1と同じ。パラメタは β = 0.9、h = 0.1。
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図 7.6 図 7.1と同じ。パラメタは β = 0.9、h = 1.0。
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図 7.7 図 7.1と同じ。パラメタは β = 10.0、h = 0.01。
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図 7.8 図 7.1と同じ。パラメタは β = 10.0、h = 0.1。
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図 7.9 図 7.1と同じ。パラメタは β = 10.0、h = 1.0。
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図 7.10 m = 20、nz = 1のモードに対して、磁場の強さと slow wave共鳴にかか

るトルクの関係を示したグラフ。β ∼ 1のところでトルクが最も強くなっている。
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7.2 トロイダル磁場の解析との関係

Terquem [78]によるトロイダル磁場の解析では、惑星移動の方向が逆転しうることが

示唆されていた。一方、今回の解析によって、ポロイダル磁場の場合は磁場の影響は小さ

いことが示唆された。

ポロイダル磁場の影響が弱いのは、nz = 0のモードに比べて nz = 1のモードは惑星の

作る重力ポテンシャルが小さいためである。 6章の最後でも指摘したように、仮に g の

値が nz の値が違っても同じ程度の大きさであれば、低いmのモードにおいてトロイダル

磁場がある程度強ければ slow wave共鳴が Lindblad共鳴よりも大きくなりうる。

円盤上に現れる現象は、トロイダル磁場の場合とポロイダル磁場の場合で非常に似た性

質がある。まず、磁場が存在しない場合には波の減衰領域であった惑星近傍には、磁場の

影響で波の伝播領域が表われる。特に、共回転点付近が波の伝播領域となるようなモード

が存在する。また、ある種の磁気流体波の振動数と摂動の振動数が一致する点で密度揺ら

ぎの発散が起こるという点もトロイダル磁場の場合とポロイダル磁場の場合で共通の性

質である。これらの性質は、円盤に励起される波のモードが磁場の存在によって増える

ことと密接に関わっており、初期の磁場のセットアップとは無関係の性質であると考え

られる。したがって、Terquemの見出した磁気的共鳴点と今回の解析で見出された slow

wave共鳴は同じ性質のものであると考えられる。

以上のことを念頭において、トロイダル磁場によってなぜ惑星移動が逆転したのかを、

ポロイダル磁場の計算結果を参照にしつつ再考察してみよう。どのモードに対しても ψ

が一定であるような摂動源を考える。ポロイダル磁場の場合では、図 7.10からわかるよ

うに、β . 1であれば slow wave共鳴にかかるトルクは磁場が強いほうが大きくなる。ポ

ロイダル磁場の場合における slow wave 共鳴とトロイダル磁場の場合の磁気的共鳴が対

応すると考えれば、トロイダル磁場における磁気的共鳴にかかるトルクも磁場が強いほど

大きくなるであろう。さらに、ポロイダル磁場の解析において、各モードにかかる摂動の

強さ ψ が同じ程度だとすれば、slow wave共鳴にかかるトルクは Lindblad共鳴にかかる

トルクより大きかった。トロイダル磁場の場合、各mのモードで Lindblad共鳴と磁気的

共鳴が存在している。すなわち、nz = 0のモードに磁場の影響が入り、磁気的共鳴が現

れている。したがって、磁気的共鳴にかかるトルクは Lindblad共鳴にかかるトルクより

も大きいと考えられる。そこで、惑星の片側の円盤から受けるトルクの大きさは、磁気的

共鳴にかかるトルクによって支配されていると考えられる。そこで、内側のほうが外側よ

りも磁場の強いようなプロファイルを考えると、惑星の内側のトルクが外側のトルクより
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も大きく、惑星が外向きに移動すると考えられる。この推論は、Terquemの計算結果で

ある図 5.4において、惑星近くの局所的な磁場が強くなってくると惑星近傍の円盤にかか

るトルクが惑星から離れたところの円盤にかかるトルクよりも強くなっていくことからも

わかる。例えば、惑星の内側の磁場が非常に強い b1 = −8というパラメタの結果を見る

と r < rILR から受けるトルクは −105であるのに対して、rILR < r < rp から受けるト

ルクは −645になっている。

ポロイダル磁場の場合は、磁場と摂動は vAkz という形で方程式に入ってくるので、

kz = 0 のモードに磁場が与える影響はほとんどない。特に、nz = 0 で slow wave 共鳴

は存在しない。nz = 0のモードに対する磁場の影響は、音速が c2 + v2
A と磁気圧の効果

が入った形になるだけである。ところが、この効果も tight-winding近似をする際に落と

してしまっているので、結局 Lindblad 共鳴の式は nz = 0 では磁場の影響を受けない。

このために、磁場の効果は nz = 1から入ってきており、重力ポテンシャルがその分弱く

なって磁場の効果がきいていない。図 7.4等を見るとわかるように、同じ nz のモードを

比べると、slow wave共鳴は外側の共鳴の効果よりも大きいことが示唆されている。

7.3 まとめと今後の課題

原始惑星円盤中での原始惑星移動過程と、それに伴う原始惑星落下問題は惑星系形成論

における重要な問題である。本論文では、円盤内にポロイダル磁場がかかっていた場合の

原始惑星移動を考察し、縦磁場がある場合に原始惑星がガス円盤から受けるトルクの大き

さを見積もった。その結果、磁場がかかっていた場合、円盤上に惑星がたてる波の性質は

磁場のない場合に比べて大きく異なり、したがって密度揺らぎの構造も大きく異なること

がわかった。

磁場のない場合には円盤上の Lindblad共鳴と呼ばれる点から密度波が生成され、その

波の運ぶ角運動量の反作用として惑星にかかるトルクが計算できる。一方、円盤に磁場が

かかっている場合、惑星にトルクをかける要因は二つある可能性を見出した。一つは磁場

のない場合の Lindblad共鳴に対応する点における速い磁気音波の生成であり、これが角

運動量を持ち去るために惑星にはトルクがかかる。このトルクは、磁場が強いほうが弱く

なることがわかった。ただし、kz = 0のモードに関しては、ポロイダル磁場の場合、音速

に磁気圧の効果が入るだけなので、tight-winding近似の範囲内ではトルクは影響を受け

ない。このトルクのことを Lindbladトルクと呼ぶことにする。惑星にトルクのかかるも

う一つの原因は、円盤上をほとんど動径方向に伝わる遅い磁気音波の振動数と摂動の振動

数が一致する点が密度の発散する特異点となることであり、この特異点で局所的にトルク

171



がかかることが示唆された。この特異点にかかるトルクを slow wave トルクと呼ぶこと

にする。slow waveトルクは、磁場が β & 1ならば磁場が強くなるほど強くなる傾向にあ

る。また磁場が β . 1程度と強い場合は同じモードの Lindbladトルクより大きくなりう

ることが示唆された。ただし、kz = 0のモードに関しては slow waveの特異点が存在し

ないので、slow waveトルクもかからない。

これらのトルクの効果を合わせた結果、惑星移動に最もきくのは kz = 0 の Lindblad

トルクであることがわかった。しかし、もしも nz = 0 のモードと nz = 1 のモードで

Fourier 係数が同じ程度の大きさになるような摂動源が存在したとすれば、nz = 1 の

slow waveトルクが Lindbladトルクよりも大きくなりうる可能性があることもわかった。

β ∼ 1の磁場を考えると、slow waveトルクが Lindbladトルクよりも効き、また磁場の

強さが強いほうがトルクが大きいので、惑星の内側の磁場が外側の磁場よりも強い時、惑

星にかかるトルクは惑星を外向きに移動させるように働くという示唆が得られた。

nz = 1のモードがかなり大きな値を持っているような摂動源の可能性として、軌道傾

斜角を持った惑星が挙げられる。しかし、軌道傾斜角 iは、少なくとも i ¿ hの場合はも

惑星とガス円盤の相互作用で減少する [77] ので、実際にはどのような効果があるかは詳

しい計算が必要になると考えられる。これは今後の課題としたい。

今回解析していないことで重要だと考えられるのは、mの大きなモードにおけるトルク

の cutoffの解析である。Artymowicz [3]のような定式化を、磁場の存在する場合にも今

後拡張したいと考えている。トルクの cutoff には円盤上を伝わる音波が大きな役割を果

たしていた。nz = 0のモードにおいて、磁場の影響は磁気圧によって音速を変化させる

ように働いているので、トルクの cutoffの議論は磁場による影響を受ける可能性がある。

また、Terquemが行ったような局所近似をしない解析も、数値計算によって今後進めて

いきたいと考えたいる。

一方で、トロイダル磁場の場合を解析的手法を用いて再解析し、磁気的共鳴の効果と

Lindblad共鳴の効果を分離した上で惑星にかかるトルクの表式を求めることも必要にな

ると考えられる。これができれば、どのような条件のときに磁場によって惑星落下を止め

られるかをより明確に示すことができる。さらに、トルクの解析的な表式がわかっていれ

ば、それを N体計算に取り入れることで、N体計算の中に実効的にガスの効果を取り入

れることができる。このような計算は磁場のない場合にすでに行われている [47] が、磁

場の効果まで含めることはまだできていない。

今回は、円盤乱流の効果は無視した解析を行なったが、実際の原始惑星系円盤では

Alfven速度は音速に比べて小さいと考えられているので、磁気回転不安定性が起こるこ

とが予想される。また、今回の解析で共回転点が波の伝播領域となるようなモードでは磁
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気回転不安定性が起こりうる。なぜならば、そのようなモードには波数が有限で振動数が

ゼロであるような波が存在しているからである。いずれにしても、原始惑星系円盤には磁

気回転不安定性に伴う乱流が発生するであろう。乱流状態にあるような円盤の中での惑星

移動に関しても今後研究をしていきたいと考えている。とくに、今回求めたような層流的

な描像にたったときにかかるトルクと、乱流によって生成されるであろう密度揺らぎに

伴って惑星にかかる力がどちらが大きいかは調べる必要がある。
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付録 A

磁場のかかっていない回転円盤の不
安定性

ここでは、磁場のかかっていない円盤の安定性について簡単にまとめる。Rayleigh条件

d

dr
(r2Ω) < 0 (A.1)

および、自己重力不安定の条件
Q =

κc

πGΣ
< 1 (A.2)

を局所的な線型解析によって導く。

円筒座標 (r, φ, z)をとる。基礎方程式は、連続の式

∂Σ
∂t

+
1
r

∂

∂r
(rΣvr) +

1
r

∂

∂φ
(Σvφ) = 0 (A.3)

と運動方程式
∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+

vφ

r

∂vr

∂φ
−

v2
φ

r
= − 1

Σ
∂p

∂r
− ∂ψ

∂r
(A.4)

∂vφ

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+

vr

r

∂vφ

∂φ
+

vrvφ

r
=

1
rΣ

∂p

∂φ
− 1

r

∂ψ

∂φ
(A.5)

および Poisson方程式

1
r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

1
r2

∂2ψ

∂φ2
+

∂2ψ

∂z2
= 4πGΣδ(z) (A.6)

である。ただし、ψ は円盤の重力ポテンシャルであり、他の記号は通常の意味を持つ。

バックグラウンドの円盤は角速度 Ω(r)で回転している定常状態にあるとする。バックグ

174



ラウンドの力のつりあいは、

rΩ2 =
1
Σ

∂p

∂r
+

∂ψ

∂r
(A.7)

である。バックグラウンドは本来は Poisson方程式とコンシステントになるように解く必

要があるが、これは非常に難しい。そこで、バックグラウンドでは力の釣り合いのみを要

求する。このとき、バックグラウンドのある一点の情報には境界条件などの影響を受けな

いと考えてよいという意味で問題が局所的になる。

Σ → Σ + δΣ 等とバックグラウンドからの摂動を考える。摂動量の Fourier 展開をし

て、その係数を見る。そこで、摂動量は exp[−i(ωt − kr − mφ)]に比例するとしてよい。

短波長近似を行い rk À m À 1とする。このとき、連続の方程式と運動方程式の摂動は

−i(ω − mΩ)δΣ + ikΣδvφ = 0 (A.8)

−i(ω − mΩ)vr − 2Ωδvφ = − ikc2

Σ
δρ − ikδψ (A.9)

−i(ω − mΩ)δvφ +
κ2

2Ω
δvr = 0 (A.10)

となる。ここで音速を
δp = c2δΣ (A.11)

とした。Poisson方程式の摂動は

∇2δψ = 4πGδΣδ(z) (A.12)

である。ポテンシャルの円盤状での連続性と、円盤から十分はなれた |z| → ∞でポテン
シャルが消えることを要求すると、

δψ(k, z) = −2πG

k
δΣe−|kz| (A.13)

となる。式 (A.8)～ (A.13)より、分散関係式

(ω − mΩ)2 − κ2 − k2c2 + 2πGΣk = 0 (A.14)

を得る。

まず、κ2 < 0であれば、k → 0のモードに対して (ω − mΩ)2 < 0となり、円盤は不安

定であることがわかる。これは Rayleigh条件

d

dr
(r2Ω) < 0 (A.15)

175



に対応する。この場合は自己重力がなくても不安定であることに注意しよう。自己重力が

かかっている場合は κ2 > 0であっても、Q < 1のときには (ω − mΩ)2 < 0となるよう

な kが存在することがわかる。したがって、この場合は円盤は不安定である。これが自己

重力不安定性である。自己重力不安定性の最大成長波数 kmax は

kmax =
πGΣ
c2

(A.16)

であり、不安定性の最大成長率 ωmax は

ωmax = κ

√
Q2 − 1
Q

(A.17)

である。自己重力不安定は典型的に Kepler時間程度で成長する。
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付録 B

回転円盤上の磁気流体波と磁気回転
不安定性

ここでは、円盤にポロイダル磁場がかかっている場合の磁気流体波の性質を調べ、磁

気回転不安定性を簡単に議論する。簡単のために、流体は非圧縮であるとしよう。また、

Rayleigh条件 κ2 > 0は成立しているものとする。

円盤上を伝わる波の分散関係は式 (6.42) で与えられる。非圧縮の近似は c → ∞ とす

る近似であるから、この式の cの最高次の係数を取ると

0 = (k2
r + k2

z)σ4 − k2
z

[
κ2 + 2v2

A(k2
z + k2

r)
]
σ2 + v2

Ak4
z

(
κ2 − 4Ω2 + v2

A(k2
z + k2

r)
)

(B.1)

となる。σ2 について解けば

σ2 =
k2

z

2(k2
r + k2

z)

[
κ2 + 2v2

A(k2
r + k2

z) ±
(
κ4 + 16Ω2v2

A(k2
r + k2

z)
) 1

2
]

(B.2)

となる。ある kz, kr の組み合わせが存在して、σ2 < 0となれば円盤は不安定である。す

なわち、不安定の条件は

κ2 + 2v2
A(k2

r + k2
z) <

(
κ4 + 16Ω2v2

A(k2
r + k2

z)
) 1

2 (B.3)

となるような kr、kz が存在することである。この条件は

v2
A(k2

z + k2
r) < − dΩ2

d ln r
(B.4)

となるので、
dΩ2

d ln r
< 0 (B.5)
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であれば円盤は不安定になる。この不安定性は磁気回転不安定性と呼ばれる。磁気回転不

安定性の著しい特徴は、円盤が外に向かって回転角速度が遅くなるような作動回転をして

いれば Rayleight条件を満たしていても不安定になることである。また、長波長の揺らぎ

に対して不安定になることもわかる。ここでは非圧縮の近似を行ったが、音速の影響を考

えると、円盤の厚みはおおむねスケールハイト程度である。したがって、kz の最も小さな

揺らぎは kz ∼ 1/H である。そこで、式 (B.4)の条件より、不安定の条件はおおむね

v2
A

H2
< Ω2 (B.6)

となる。H ∼ c/Ωであるので、不安定条件は

c2 > v2
A (B.7)

と書き直せる。したがって、初期に磁場が弱い円盤でも磁気回転不安定によって β ∼ 1に

まで磁場が成長することが示唆される。

流体粒子の運動を調べ、より詳しく磁気回転不安定性の性質を調べよう。簡単のため、

kr = 0となるようなモードに注目する。このとき、分散関係は

σ2 =
1
2

[
κ2 + 2v2

Ak2
z ±

(
κ4 + 16Ω2v2

Ak2
z

) 1
2
]

(B.8)

となる。この分散関係には二つのモードが存在する。一般に磁気流体波には三つの波が存

在するが、今、非圧縮の極限を考えているので音波モードが落ちて二つになっている。

磁場のない場合は
σ2 = κ2, 0 (B.9)

となる。σ2 = κ2 のモードはエピサイクリック振動を表わし、σ2 = 0のモードの一つは

円軌道に乗っている流体粒子を軌道に沿って変位させ、初期位相をずらすことに対応して

いる。もう一つのモードは、粒子の軌道半径をずらし、別の円軌道に乗せるモードに対応

している。

回転のない場合は二つのモードが縮退し、

σ2 = v2
Ak2

z (B.10)

となる。これは、非圧縮の極限を取ったことに起因しており、圧縮性を考慮すればこの二

つは遅い磁気音波と Alfven波にわかれる。この縮退は、非圧縮の極限のまま kr の依存性

を入れても解けないことに注意しておく。
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ところが、回転を入れると、二つのモードの縮退が解ける。式 (B.8) で +符号を取っ

たものを +モード、−の符号を取ったものを −モードと呼ぼう。これらのモードでの流
体粒子の運動を調べよう。ガスの運動方程式 (6.32)および (6.33)は、非圧縮の場合

(σ2 + 4AΩ − k2
zv2

A)ξr − 2iΩσξφ = 0 (B.11)

2iΩσξr + (σ2 − v2
Ak2

z)ξφ = 0 (B.12)

である。軸対称モードを考えると、σ = ω である。−iω = ∂/∂tであるので、磁場の効果

が入っている部分を運動方程式から抜き出すと

d2ξ

dt2
= −v2

Ak2
zξ (B.13)

のようになっている。磁場の効果は大きさが変位に比例し、向きが変位と逆向きの力を流

体粒子に及ぼしていることに注意しよう。すなわち、磁場はばねのような力を流体粒子に

及ぼす。

まず、σ2 > 0 であるような場合に流体粒子がどのように運動しているかを考えよう。

式 (B.12)より、ξφ と ξr との関係がわかる。+モードでは σ2 > v2
Ak2

z なので ξφ は ξr に

比べて π/2だけ位相が遅れている。したがって、バックグラウンドの流れに乗った系での

流体粒子の運動は軌道運動とは逆周りである。これは磁場の影響を受けたエピサイクリッ

ク運動であるといえる。一方、−モードでは σ2 < v2
Ak2

z なので、ξφ は ξr に比べて π/2

だけ位相が進んでいる。したがって流体粒子の運動は軌道運動と同じ方向の回転であり、

その振動は非常に遅い。この振動は、物理的には次のようにして起こる。流体粒子が +φ

方向に微小に変位を受けたとする。このとき、磁場に起因するばねの力によって流体粒子

は戻されようとし、−φ方向に動く。すると、流体粒子にはコリオリ力がかかって −r 方

向に力がかかる。したがって、粒子は軌道の回転と同じ方向に回転しようとする。

この振動が可能なのは、ある程度磁場が強く、潮汐力にばねの力が勝っていなければな

らない。式 (B.4)の条件が成立していると、r 方向の運動方程式 (B.11)からわかるよう

に、r方向の実効的なばね定数 v2
Ak2

z − 4AΩが負になり、振動が不安定化する。これが磁

気回転不安定性である。物理的な描像は次のとおりである。円盤が Rayleigh条件を満た

しつつ作動回転しているとき、円盤の内側のほうが外側に比べて角運動量が大きい。粒子

が図 B.1に示すような変位を受けたとする。このとき、ばねによってかかるトルクは内側

に変位した粒子は負であり、外側に変位した粒子は正である。したがって、内側に変位し

た粒子は角運動量を失い、より内側に落ちる。磁場が弱いときはこの運動を支えきれず、

円盤は不安定になる。
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図B.1 磁気回転不安定性の概念図。磁場の力を起因とするばねによって円盤の内側

から外側に向かっての角運動量輸送が起こる。Balbus and Hawleyのレビュー [5]

より転載。
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付録 C

Hill方程式

太陽を中心に回転する惑星の周囲の粒子の運動を記述するのに便利な方程式が Hill 方

程式である [39]。この導出を行おう。この導出はいろいろな教科書に載っているが、ここ

ではMurry and Dermott [58]を参考にした。

質量m1、m2 の粒子が互いの重力の影響でほとんど円軌道を回転している系を考える。

このとき、軌道面に十分近い場所にあるテスト粒子の運動を考える。m1 とm2 の重心を

原点にとり、軌道面を (ξ, η)面内に取った慣性系を (ξ, η, ζ)とおく。質点m1 の位置座標

を (ξ1, η1, ζ1) と書き、質点 m2 の位置座標は 2 の添え字をつけて表わす。テスト粒子の

運動方程式は

ξ̈ = Gm1
ξ1 − ξ

r3
1

+ Gm2
ξ2 − ξ

r3
2

(C.1)

η̈ = Gm1
η1 − η

r3
1

+ Gm2
η2 − η

r3
2

(C.2)

ζ̈ = Gm1
ζ1 − ζ

r3
1

+ Gm2
ζ2 − ζ

r3
2

(C.3)

ここに
r2
1 = (ξ1 − ξ)2 + (η1 − η)2 + (ζ1 − ζ)2 (C.4)

と定義した。r2 についても同様である。

m1 とm2 はほとんど円運動をしていると仮定しているので、互いの距離 R は一定であ

るとしてよい。慣性系 (ξ, η, ζ)に対して角速度 n2 = G(m1 + m2)/R3 で回転する座標系
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(x, y, z)に乗り、質点m1 およびm2 の位置が

x1 = −R
m2

m1 + m2
y1 = 0 z1 = 0 (C.5)

x2 = R
m1

m1 + m2
y2 = 0 z2 = 0 (C.6)

で与えられるようにする。(ξ, η, ζ)から (x, y, z)への座標変換は

ξ = x cos(nt) − y sin(nt) (C.7)

η = y sin(nt) + x cos(nt) (C.8)

ζ = z (C.9)

で与えられるので、回転系での運動方程式は

ẍ − 2nẏ − n2x = Gm1
x1 − x

r3
1

+ Gm2
x2 − x

r3
2

(C.10)

ÿ + 2nẋ − n2y = −
[
Gm1

r3
1

+
Gm2

r3
2

]
y (C.11)

z̈ = −
[
Gm1

r3
1

+
Gm2

r3
2

]
z (C.12)

である。ここに、
r2
1 = (x − x1)2 + y2 + z2 (C.13)

等である。この運動方程式から、Jacobi積分

EJ =
1
2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − 1

2
n2(x2 + y2) −

(
Gm1

r1
+

Gm2

r2

)
(C.14)

が保存することがわかる。これは回転系における有効エネルギーと呼ばれることもある。

惑星系では、二つの質点のうち片方が太陽、もう一方が惑星や微惑星である。そこで

m1 À m2 とする。このとき、x1 ∼ 0、x2 ∼ Rであり、

r2
1 ∼ x2 + y2 + z2 (C.15)

r2
2 ∼ (x − R)2 + y2 + z2 (C.16)

である。x = R + δxとおき、惑星m2 の周囲の運動を考えて δx, y, z ¿ Rとする。微少

量の一次までとれば、運動方程式は

δ̈x − 2nẏ = 3n2δx − Gm2

r3
δx (C.17)
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ÿ + 2n ˙δx = −Gm2

r3
y (C.18)

z̈ = −n2z − Gm2

r3
z (C.19)

となる。ここに
r2 = δx2 + y2 + z2 (C.20)

である。この方程式系を Hill方程式という。この方程式の著しい特徴は、時間を n−1、長

さを Hill半径

rH =
(

m2

3m1

) 1
3

R (C.21)

で規格化すると
¨̃
δx − 2 ˙̃y = 3δ̃x − 3

δ̃x

r̃3
(C.22)

¨̃y + 2 ˙̃
δx = −3

ỹ

r̃3
(C.23)

¨̃z = −z̃ − 3
z̃

r̃3
(C.24)

となって、完全にパラメタに依存しない形になることである。ただし ỹ 等は規格化された

長さを表わし、˙ は規格化された時間による微分を表わす。したがって、解は Hill半径と

回転角速度 (Kepler時間)でスケールされている。

規格化された方程式で Jacobi積分を計算すると

ẼJ =
1
2

( ˙̃
δx2 + ˙̃y2 + ˙̃z2

)
− 3

2
δ̃x

2
+

1
2
z̃2 − 3

r̃
(C.25)

となる。ポテンシャル

−3
2
δ̃x

2
+

1
2
z̃2 − 3

r̃
(C.26)

の部分を ỹ = z̃ = 0 で計算すると、r̃ = 1 で極値を取り、そこから m2 に近づいても遠

ざかってもポテンシャルは下がることがわかる。r̃ < 1では惑星の重力が強く、r̃ > 1で

は回転の効果が強いためである。そこで、Hill 半径は惑星の重力の及ぶ範囲であるとい

える。
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付録 D

Lagrange変位

ここでは Lagrange変位
δvr = −iσξr (D.1)

δvφ = −iσξφ − ξrr
dΩ
dr

(D.2)

δvz = −iσξz (D.3)

について補足しておこう。

Lagrange変位 ξ は、流体粒子のバックグラウンドの位置からの変化として定義される。

位置 x、時刻 tにおいて、バックグラウンドの物理量を Q0(x, t)、摂動を受けた後の物理

量を Q(x, t)と書く。物理量の Euler変化を δ をつけて表わす。Euler変化は位置を固定

してみたときの物理量の変化であるから、

δQ = Q(x, t) − Q0(x, t) (D.4)

である。一方、物理量の Lagrange変化は、流体粒子自身が持っている物理量の変化であ

る。Lagrange変化を∆をつけて表わすと

∆Q = Q(x + ξ, t) − Q0(x, t) (D.5)

である。したがって、Lagrange変化 ∆と Euler変化 δ の間には

∆ = δ + ξ · ∇ (D.6)

というオペレータとしての関係式が成り立つ。
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速度の Lagrange変化は、摂動を受けた流れにおける位置 x + ξ において流体粒子の持

つ速度と、バックグラウンドで同じ流体粒子が存在する位置 xにおける流体粒子の速度の

差である。したがって

∆v =
d

dt
(x + ξ) − dx

dt
=

dξ

dt
(D.7)

である。ここに d/dtは Lagrange微分

d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇ (D.8)

を表わす。

角速度 Ω(r)で回転するバックグラウンドにおける Lagrange変位と速度の Euler変化

の関係を導こう。Lagrange微分は

d

dt
=

∂

∂t
+ Ω

∂

∂φ
(D.9)

である。単位ベクトルの微分
∂er

∂φ
= eφ (D.10)

∂eφ

∂φ
= −er (D.11)

に注意して、式 (D.6)および (D.7)より

δv =
dξ

dt
− (ξ · ∇)v (D.12)

=
dξr

dt
er +

(
dξφ

dt
− r

dΩ
dr

ξr

)
eφ +

dξz

dt
ez (D.13)

を得る。Fourier変換によって、摂動量は exp[−i(ωt−mφ− kzz)]に比例するとしている

から、
d

dt
→ −i(ω − mΩ) = −iσ (D.14)

と置き換えると、式 (D.1)～ (D.3)を得る。
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付録 E

トルクの表式

円盤にかかるトルクの z 成分は

T = −
∫

rdrdφdzρ(r ×∇ψp(r)) · ez (E.1)

で与えられる。Fourier変換の形を代入すると

T = −
∫

rdrdφdz

ρ0 + <

 ∑
m,kz

δρ(r)ei(mφ+kzz)


× ∂

∂φ

∑
m′,k′

z

ψ̃m′,k′
z
(r) cos(m′φ + k′

zz) (E.2)

となる。摂動の一次の項は φ積分によって消える。二次の部分を計算すれば

T = −π2ρ0H

∫
drr

∑
m,kz

m=
(

δρ(r)
ρ0)

)
ψ̃p(r) (E.3)

となる。これが密度揺らぎとトルクを結びつける式である。完全に厚みゼロの円盤で

kz = 0の二次元的なモードを考えるときは、面密度 Σ = 2ρ0H を保って H → 0とする

極限を考えればよい。このとき、

T = −πΣ
∫

drr
∑
m

m=
(

δΣ
Σ

)
ψ̃p(r) (E.4)

である。
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付録 F

Laplace係数の数値計算法

ここでは一般化された Laplace係数

bm
s (β, ζ) =

2
π

∫ π

0

dφ
cos(mφ)

(1 − 2β cos φ + β2 + ζ2)s
(F.1)

の性質とその数値計算法についてまとめよう [8]。Laplace係数はフーリエ係数として

1
(1 − 2β cos φ + β2 + ζ2)s

=
1
2

+∞∑
−∞

bm
s (β, ζ) cos(mφ) (F.2)

と定義しても同じである。特に必要なものは s = 1/2なので、この場合を考える。まず、(
1 − 2β cos(φ) + β2 + ζ2

)− 1
2 =

1
u

(1 − αz)−
1
2

(
1 − αz−1

)− 1
2 (F.3)

である。ここに

u =
1
2

[(
(1 + β)2 + ζ2

) 1
2 +

(
(1 − β)2 + ζ2

) 1
2
]

(F.4)

α =

(
(1 + β)2 + ζ2

) 1
2 −

(
(1 − β)2 + ζ2

) 1
2

((1 + β)2 + ζ2)
1
2 + ((1 − β)2 + ζ2)

1
2

(F.5)

z = eiφ (F.6)

と定義した。

(1 − αz±1)−s = 1 +
∞∑

n=1

s(s + 1) · · · (s + n − 1)
n!

αnz±n (F.7)
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に注意すれば、

1
2
bj
1/2 =

1
u

s(s + 1) · · · (s + j − 1)
j!

αjF

(
1
2
,
1
2

+ j, j + 1; α2

)
(F.8)

である。ここに F は超幾何函数である。さて、超幾何関数の展開と次の展開∫ π

0

sin2j θ√
1 − α2 sin2 θ

dθ

= π
(2j − 1)!!

(2j)!!

[
1 +

1
2

2j + 1
2j + 2

α2 +
3 · 1
4 · 2

(2j + 3)(2j + 1)
(2j + 4)(2j + 2)

α4 + · · ·
]

(F.9)

を比較することにより、次の公式を得る。

bj
1/2 =

1
u

αj 4
π

∫ π
2

0

sin2j θ√
1 − α2 sin2 θ

dθ (F.10)

とくに、

b0
1/2 =

1
u

4
π

K(α) (F.11)

b1
1/2 =

1
u

1
α

4
π

(K(α) − E(α)) (F.12)

である。ここにK および E は楕円積分をあらわす。さて、bj
1/2 の間に成立する漸化式を

求めよう。
1
u

(1 − αz)−
1
2 (1 − αz−1)−

1
2 =

1
2

∞∑
−∞

bj
1/2z

j (F.13)

の両辺を z で微分し、z をかけて整理すると[
1 − α(z + z−1) + α2

] ∞∑
−∞

jbj
1/2z

j =
α

2
(z − z−1)

∞∑
−∞

bj
1/2z

j (F.14)

となるので、zj−1 の係数を比較することによって

bj
1/2 =

(
α +

1
α

)
j − 1
j − 1

2

bj−1
1/2 −

j − 3
2

j − 1
2

bj−2
1/2 (F.15)

の漸化式を得る。したがって式 (F.11)および式 (F.12)を初期値として漸化式 (F.15)を

解くば原理的には Laplace係数を求めることができる。

しかし、このままでは漸化式を値が小さくなる方向に解くことになり、数値的には誤差

が溜まっていってしまう。そこで、漸化式を逆向きに解く方法を考えよう。

γj
1/2 =

1 + α2

α

j

j − 1
2

bj
1/2

bj−1
1/2

(F.16)
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とおくと、γ に対する漸化式は

γj−1
1/2 =

1
1 − λj

1/2γ
j
1/2

(F.17)

となる。ここに

λj
1/2 =

(
α

1 + α2

)2 (
j − 1

2

)2

j(j − 1)
(F.18)

とおいた。したがって、γ は連分数によって

γj
1/2 =

1

1 −
λj+1

1/2

1−
λ

j+2
1/2

1−···

(F.19)

とあらわされる。これを計算するほうが精度がよい。

具体的な計算手順は次のとおりである。まず、十分に大きな j = jmaxをとり、γjmax
1/2

を求める。そこから漸化式 (F.17)を計算して j < jmaxの γ の値を求める。この結果を

すべてかけ合わせれば bj/bjmax の値がわかる。b0 の値は (F.11) で求まっているので、

最終的に bjmax の値が計算でき、したがって bj の値も計算できる。

計算の上で Laplace 係数の微分が必要になることがある。これももとの Laplace を用

いて代数的に計算することができる。

b̃j
s を

1
(1 − α(z + z−1) + α2)s =

1
2

∑
b̃j
sz

j (F.20)

と定義しておこう。Laplace係数の定義より導かれる式

1
u

1

(1 − α(z + z−1) + α2)
1
2

=
1
2

∑
bj
1/2z

j (F.21)

の両辺を β で微分して整理すると

dbj
1/2

dβ
= − 1

u2

du

dβ
b̃j
1/2 +

1
u

dα

dβ

1
2

(
b̃j−1
3/2 + b̃j+1

3/2 − 2αb̃j
3/2

)
(F.22)

となるので、Laplace係数の微分を求める問題は b̃j
s の s 6= 1/2 の値を求める問題に帰着

する。式 (F.20)の両辺を z で微分して z をかけることにより

1
2

∑
jb̃j

sz
j =

sα(z − z−1)
(1 − α(z + z−1) + α2)s+1

(F.23)

= sα(z − z−1)
1
2

∑
b̃j
s+1z

j
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を得る。したがって、次の二つの関係式を得る。

jbj
s = sα

(
b̃j−1
s+1 − b̃j+1

s+1

)
(F.24)

b̃j
s =

j − 1
j − s

(
α +

1
α

)
b̃j−1
s − j + s − 2

j − s
b̃j−2
s (F.25)

また、式 (F.25)より明らかではあるが

b̃j+1
s+1 =

j(1 + α2)b̃j
s+1 − α(j + s)b̃j−1

s+1

(j − s)α
(F.26)

が成立する。式 (F.26)を式 (F.24)に代入して整理することによって

2αb̃j−1
s+1 =

j − s

s
b̃j
s + (1 + α2)b̃j

s+1 (F.27)

(1 + α2)b̃j+1
s+1 = 2αb̃j

s+1 −
j + 1 − s

s
b̃j+1
s (F.28)

を得る。式 (F.26)、式 (F.27)および式 (F.28)より

b̃j
s+1 =

(j + s)(1 + α2)b̃j
s − 2(j + 1 − s)αb̃j+1

s

s(1 − α2)2
(F.29)

b̃j+1
s+1 =

2(j + s)αb̃j
s − (j − s + 1)(1 + α2)b̃j+1

s

s(1 − α2)2
(F.30)

を得る。式 (F.29) および式 (F.30) によって、b̃j
3/2 を b̃j

1/2 を用いて表すことができる。

結局、式 (F.22)に代入して、Laplace係数の微分の公式

dbj
1/2

dβ
=

1
u2

[
j

α
bj
1/2 + (2j + 1)

(2α − β − βα2)bj
1/2 + (2βα − 1 − α2)bj+1

1/2

(1 − α2)2

]
(F.31)

を得る。

解析的な取り扱いを行うときには、Laplace 係数は次のように近似されることが多い

(例えば Goldreich and Tremaine [35] における取り扱いなど)。β = r/rp ∼ 1 での値が

必要になることが多いので、この場合を考えよう。Laplace係数の定義式 (F.1)において

積分にきくのは非積分函数の分母がゼロに近いところである。したがって、φ ∼ 0のとこ

ろが最も積分にきくので、cos φを φ = 0のまわりで展開すると

bm
1/2 ∼ 2

π

∫ ∞

0

dφ
cos(mφ)√

(1 − β)2 + φ2 + ζ2
(F.32)
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となる。ここで、1 − β の形で出てくるところ以外では β = 1とおいた。また、積分の寄

与は φ ∼ 0からが最も大きいので積分の上限は無限大においた。変形 Bessel函数の積分

表示 [1]

K0(x) =
∫ ∞

0

cos(xt)√
t2 + 1

dt (F.33)

を用いると、Laplace係数の近似表式として

bm
1/2(β)

2
π

∼ K0

(
m

√
(1 − β)2 + ζ2

)
(F.34)

を得る。

図 F.1には上で示した方法で求めた Laplace係数を m = 10の場合に示す。また、近

似式 (F.34)で求めた値とも比較している。式 (F.34)は Laplace係数のよい近似になっ

ていることがわかる。

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05  0  0.05  0.1  0.15  0.2
1-β

Laplace coefficient

Laplace coefficient
Modified Bessel function

図 F.1 m = 10、s = 1/2の Laplace係数の値。近似式 (F.34)も重ねて描いている。
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