
物理学C

剛体に働く重力
剛体の重心

重心と積分の考え方
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剛体

多数の微小な質点の集まり（相互の位置関係は不変）

jr
位置

jm 質量
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剛体の運動方程式

前回の結果（質点系から導いた）

F
dt
Pd
= N

dt
Ld
=

剛体の並進運動 剛体の回転運動

力

力のモーメント運動量 角運動量

∑ jf ∑ × jj fr
jf は質点ｊ に働く外力

工学院大学の学生のみ利用可：印刷不可：再配布不可 加藤潔(C) 2018 3



F
dt
Pd
=

∑
∑=

j

jj

m
rm

R

∑= jmM

∑= jj vmP

運動量は個々の質点
の運動量の和

全質量

∑= dt
rdm j

j

F
dt

RdM =2

2

R ：重心の座標

質量M，座標Rの
「質点」の運動方程式

剛体の並進運動
質量M座標Rの重心が外力Fによ
って運動していると見なしてよい
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重心
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重心座標

全質量
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剛体に働く重力

ngmj

mg

m

mgF =

重力

nmgF =

向きも含めた重力の
ベクトル

n 重力の向き（鉛直下向き）で
長さが１のベクトル

jm

重力は剛体の各
部分に働いている
→どう扱うか？
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剛体に働く重力
運動方程式の右辺を計算

∑ jf ∑ × jj fr

∑= ngmj

( ) ngmj  ∑=

nMg=

∑ ×= )( ngmr jj

( ) )( ngrm jj ×= ∑

)( nMgR ×=

)( ng
M

rm
M

jj ×= ∑

大きさ の重力が重心に働くと考えてよいMg
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剛体の重心（１）

• 剛体の重心の位置

• 一様な密度で対称性のある物体
⇒ 幾何学的な「中心」が重心となる
（例）直方体， 円板， 球，．．．

重心

重心
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剛体の重心（２A)

このＬ字型の
板の重心

２
つ
の
四
角
形
の
和

質量比
２：１

重心

重心2

1

３つの正方形の和と考えてもよい
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剛体の重心（２Ｂ）

このＬ字型の
板の重心

大
き
い
正
方
形
か
ら
小
さ
い

正
方
形
を
除
い
た
と
考
え
る

重心

重心

質量比は 3:1

3

1
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剛体の重心（３）

積分により求める

工学院大学の学生のみ利用可：印刷不可：再配布不可 加藤潔(C) 2018 11



積分の極意

• 複雑な対象の分析の基本
・・・細かく分解したものを合計する

• 「合計する」
１つずつ加える・・・原始的手作業
積分する・・・近代的工業生産

工学院大学の学生のみ利用可：印刷不可：再配布不可 加藤潔(C) 2018 12



x∆

f

∑ ∆=
j

j xfS
全部合計する

細かく分割した極限

∫=
b

a
dxxfS )(

定積分

xf∆この長方形の面積

a xb

)(xfy =

ｊ番目の長方形の
高さ＝関数の値
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体積の計算

ShV =

板の体積

S
面積

h厚み

１つ１つを板として体積を計算
⇒ 全部を合計する
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∑ ∆= xxSV )(

x
ba x

位置ｘで切断した断面の
面積をＳ（ｘ）とする

体積の計算

∫=
b

a
dxxSV )(

)(xS

x∆
この厚さΔｘの板の体積
はＳ（ｘ）Δｘ

xx ∆+

「板」の体積を全部足す
と全体の体積
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例題（１）

hrV 2

3
1π=

半径ｒ，高さｈの一様な円錐
の体積が次の式であることを
示せ

r

h
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x

断面図

位置ｘで切断

断面は半径 ｙ
の円

hr 2

3
1π=

hx =0=x

半径 ｙ を求める。

hxry :: =

∫=
h

dxxSV
0

)(

2

22
2

h
xryxS ππ ==)(

h
rxy =

h

x
h
r

0

3
2

2

3
1





=

π
体積

x
y r

h
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課題

3

3
4 rV π=

半径ｒの一様な球の体積が
次の式であることを示せ

r
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課題

半径 ｒ の球

)(
)(

22

2

xr
yxS

−=

=

π

π

x

断面図 位置ｘで切断

断面は半径 ｙ
の円

22 xry −=

rx −=
r

x

y ∫−=
r

r
dxxSV )(

r

r

xxr
−




 −= 32

3
1π

3

3
4 rπ=

rx =
0
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重心

M

rm

m

rm
R j

jj

j
j

j
jj ∑

∑
∑

==

jr
jm

M

質点系の
重心座標

j 番目の質点の質量

j 番目の質点の座標

全質量

剛体の重心も，剛体を
（仮想的に）細かく分解
すれば同じ式が使える
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jj vm ρ=

ρ

jv
密度

j 番目の部分の体積

V

vr

v

vr
R j

jj

j
j

j
jj ∑

∑
∑

==

一様な密度の剛体の重心

∑
∑

=

j
j

j
jj

m

rm
R

← これを代入する

全体積
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V

vr
R j

jj∑
=

全体積
V

vx
R j

jj

x

∑
=

ｘ成分を求める

xba
x

位置ｘで切断し
た断面の面積を
Ｓ（ｘ）とする

)(xS

x∆

この板では
ｘ座標は「一定」で jx この体積が

xxSv j ∆= )(

この和を薄い円板
の分割和と考える
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V

dxxxS
R

b

a
x
∫=

)(

x
ba

)(xS

x

位置ｘで切断した断面の
面積をＳ（ｘ）とする

密度一定の物体の重心
のｘ座標の計算

同様にｙ座標，ｚ座標
も計算できる

分母は体積
である
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例題（２）

半径ｒ，高さｈの一様な円錐
の重心の位置を求めよ

r

h
中心軸上にあることは明白
なので，その位置を求める

この線上にある
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x
hx =0=x

断面図

22

4
1 hrπ=

分子

∫
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dxxxS
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=

π

例題１の計算を
流用

h
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V

dxxxS
R

h

x 4
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22

0 === ∫
π

π)(
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例題（３）

半径ｒの一様な半球の重心
の位置を求めよ

r中心軸上にあるこ
とは明白なので，
その位置を求める

この線上にある
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半径 ｒ の半球 体積

)()( 222 xryxS −== ππ

3

3
2 rV π

=

x
断面図

位置ｘで切断

断面は半径 ｙ
の円

22 xry −=

rx =0=x

r

r
r

r

8
3

3
2
4
1

3

4

==
π

π

V

dxxxS
R

r

x
∫= 0

)(
x

y
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