
物理学C

剛体の運動
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剛体の運動方程式

F
dt
Pd
= N

dt
Ld
=

剛体の並進運動
を記述

剛体の回転運動
を記述
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速度と角速度

時間

距離
速度 ==v

時間

回転角
角速度 ==ω

v 速度ベクトル
大きさ v
向き 運動方向

ω 角速度ベクトル
大きさ ω
向き 回転軸の
方向（ 向き）回転軸

重心 G

r̂

r̂

ω

工学院大学の学生のみ利用可：印刷不可：再配布不可 加藤潔(C) 2018
3



剛体の運動量と角運動量

VMP =
運動量 質量 重心の速度

ωJL =
角運動量 慣性テンソル 角速度

座標系

通常の慣性系
（空間に設定）

慣性主軸系
（剛体に固定）

慣性テンソル J は運動と
ともに変動

慣性テンソル J は一定で
主慣性モーメント３成分

速度を求めるのは質点
の場合と同様

角速度を求めるのは
一般には容易ではない
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オイラー方程式

慣性主軸系（剛体に固定された座標系）での回転運動の運動方程式

13232
1

1 NII
dt

dI =−− ωωω )(

21313
2

2 NII
dt

dI =−− ωωω )(

32121
3

3 NII
dt

dI =−− ωωω )(

• 導出は省略

• 非線形方程式
であり，一般的
には難解

• 解いた後，元の
座標に戻す

以下では，特殊な場合に限定して考える。

N
dt
Ld
=
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剛体の運動

• 回転軸の方向が一定の場合に限定しての
扱い。

• 変数 ：重心の位置x，重心のまわりの回転

角φ

2

2

2

2

dt
dIN

dt
xdMF φ

==
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剛体の運動

dt
d

dt
dxv φω ==

22

2
1

2
1 ωIMvK +=

速度，角速度

運動エネルギー

2

2

2

2

dt
dIN

dt
xdMF φ

== 運動方程式
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座標 ｘ，φ
0=t

x
t
xv =

0 x

x

φ
0=t

0=φ

等速並進なら

等速回転なら

t
φω =
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すべらずに，ころがる（１）
0=t

x0

x

φ

0=t

0=φ

同じ

φrx =

r

時間で微分

ωrv =
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すべらずに，ころがる（２）

v
並進運動
速度

ω
回転運動
角速度

ω

半径

v

r ωrv =

接地点で
の速さは０
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演習・斜面を滑らず転がる円柱

θ

円柱：質量 M ，半径 r
まず，座標を設定

x

0=xφ
滑らずに転げ
落ちる

φrx =
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θ

円柱：質量 M ，半径 r 働く力を調べる。

→ 重力，抗力，
摩擦力

Mg

H
f

x 軸方向に働く力 fMgF −= θsin

重心のまわりの力の
モーメント

rfN =

2

2

2

2

dt
dIN

dt
xdMF φ

==

運動方程式

工学院大学の学生のみ利用可：印刷不可：再配布不可 加藤潔(C) 2018
12



2

2

2

2

sin

dt
dIrf

dt
xdMfMg

φ

θ

=

=−

2

2

22

2

dt
xd

r
I

dt
d

r
If ==

φ

2

2

2 dt
xdMMMg 






 +=θsin

θsing
dt

xd
3
2

2

2

=加速度

φrx =

2

2
1 MrI =

2

2

2 dt
xdM

=
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転がる球

座標の定義

x
φ ω,v も図の向きが正

初期条件

球 rM,

000 ωω ==⇒= ,vvt

2

5
2 MrI =
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並進運動の速度 回転（自転）運動の速度

ωr

v

v

ωr

ωrv − は何を表すのか？

球の床面に接触する部分の床に対する速度を表す

0=− ωrv とは何を意味するのか？

接触部の速度０→「ころがっている」ことを意味する

（このとき，v と ωの符号は同じ。）
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MgF µ=

r
MgrNMgF µµ =−=

F
dt
dvM = N

dt
dI =
ω

運動方程式

この点に
動摩擦力
が働く

rFN =

大きさ

大きさ

球が右にすべる

摩擦力左向き

F

MgrNMgF µµ −==

球が左にすべる

摩擦力右向き

F
0<− ωrv

0>− ωrv
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000 =− ωrv

000 >− ωrv

0<− ωrv

球はすべらずに転がっており，そのま
ま同じ速度，角速度で運動する

MgrNMgF µµ =−=

MgrNMgF µµ −==

0vgtv +−= µ 02
5 ωµω += gtr

３）

２）

１）

ｖは減り，ωは増え，ある時点で となり，あとは，
１）と同じとなる。

0=− ωrv

0vgtv += µ 02
5 ωµω +−= gtr

ｖは増え，ωは減り，ある時点で となり，あとは，
１）と同じとなる。

0=− ωrv
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g
rv

tt c µ
ω00

7
2 −

== の時刻に 0=− ωrv となる

それ以降は一定速度で運動する。

そのときの一定速度

)( 00 25
7
1 ωrvvv c +==

この は

最初の加速度
が負で大きいと
負になりうる

cv
0ω

２），３）





±=
+=

gtrr
gtvv
µωω

µ

2
5

0

0
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初期条件により各種のケースがある

tt
t

v ωr

000 <− ωrv000 >− ωrv 000 >− ωrv

ctct

ct

２） ３）２）

cv

cv cv

0>cv 0<cv
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